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ΣΥΝΟΨΗ

Στην παρούσα εργασία μελετώνται πυρήνες και παραμετρικοί αλγόριθμοι για το
πρόβλημα ΣΥΝΟΛΟ ΑΝΑΔΡΑΣΗΣ ΚΟΡΥΦΩΝ τόσο για κατευθυνόμενα όσο και για μη κα-
τευθυνόμενα γραφήματα. Στο πρόβλημα αυτό σκοπός μας είναι η διαγραφή το πολύ k
κορυφών ενός γραφήματος G ώστε το γράφημα που θα προκύψει να είναι άκυκλο. Το
πρόβλημα αυτό είναι NP-Hard, οπότε η έρευνα έχει στραφεί σε εναλλακτικούς τρόπους
για την επίλυσή του (προσεγγιστικοί αλγόριθμοι, ευριστικές μέθοδοι, κ.ά.). Ένας από
τους τρόπους αυτούς είναι με παραμετρικούς αλγόριθμους, στους οποίους επικεντρώ-
νεται η παρούσα εργασία.

Στα μη κατευθυνόμενα γραφήματα υπάρχει πυρήνας μεγέθους O(k2) για την γε-
νική περίπτωση. Στα κατευθυνόμενα γραφήματα είναι ανοιχτό πρόβλημα η ύπαρξη
πυρήνα πολυωνυμικού μεγέθους για την γενική περίπτωση, ωστόσο στην παρούσα ερ-
γασία μελετάται η περίπτωση που η παράμετρος στο πρόβλημά μας είναι το Σύνολο
Ανάδρασης Κορυφών για το αντίστοιχο μη κατευθυνόμενο γραφήμα, που έχει πυρήνα
μεγέθους O(k4).

Όσον αφορά τους αλγόριθμους για τα μη κατευθυνόμενα γραφήματα, κυρίως χρη-
σιμοποιούνται συνδυαστικά επιχειρήματα για την εύρεση της πολυπλοκότητάς τους,
ενώ σε μια περίπτωση χρησιμοποιήκε πρόγραμμα σε Python για κάποιους υπολογι-
σμούς. Για τα κατευθυνόμενα γραφήματα, χρησιμοποιούνται εργαλεία της θεωρίας
γραφημάτων όπως οι τομές και οι διαχωριστές ενώ χρησιμοποιούνται και κάποιες πιο
αφηρημένες δομές που ονομάζονται ϵ-δομές για την εύρεση συνόλου ανάδρασης. Η
πολυπλοκότητα των αλγορίθμων αυτών προκύπτει πάλι με συνδυαστικά επιχειρήματα.

Το ΣΥΝΟΛΟ ΑΝΑΔΡΑΣΗΣ ΚΟΡΥΦΩΝ είναι ένα εκτενώς μελετημένο πρόβλημα στην
Παραμετρική Πολυπλοκότητα με πληθώρα εφαρμογών στα Λειτουργικά Συστήματα
[27], στην κατασκευή κυκλωμάτων VLSI [17] αλλά και στην εύρεση γονιδίων που ευ-
θύνονται για τον καρκίνο [22] και ανήκει σε μια μεγαλύτερη κατηγορία προβλημάτων
που αφορούν Σύνολα Ανάδρασης. Παρόμοιο πρόβλημα είναι το ΣΥΝΟΛΟ ΑΝΑΔΡΑΣΗΣ
ΤΟΞΩΝ το οποίο επίσης λύνεται με τους αλγόριθμους για το ΣΥΝΟΛΟ ΑΝΑΔΡΑΣΗΣ ΚΟ-
ΡΥΦΩΝ. Τα αποτελέσματα της παρούσας εργασίας προέρχονται από την παράγραφο 9.1
του βιβλίου [9] καθώς και από τις εργασίες [3, 18, 21, 7, 23].

Ο αναγνώστης αναμένεται να είναι εξοικειωμένος με βασικές έννοιες θεωρίας γρα-
φημάτων, αλγορίθμων, υπολογιστικής και παραμετρικής πολυπλοκότητας.
Λέξεις κλειδιά: Παραμετρικοί αλγόριθμοι, παραμετρική πολυπλοκότητα, αλγόριθμοι,
γραφήματα, σύνολο ανάδρασης κορυφών, κύκλοι, ελάχιστη τομή, διανύσματα διακλά-
δωσης, ϵ-δομές, αναγωγές, NP-πλήρες.





ABSTRACT

On this thesis we study kernels and parameterized algorithms for the FEEDBACK
VERTEX SET problem for directed and undirected graphs. In this problem we want to
delete at most k vertices from a graphG to make it acyclic. This problem is NP-Hard, so
the research is focused on alternative ways of solving the problem (e.g. approximation
algorithms, heuristics, etc.). Another way is via parameterized algorithms, and this is
the scope of this thesis.

On undirected graphs there is a kernel of size O(k2) for a general instance. On
directed graphs the existence of a polynomial kernel for general instances is an open
problem. On this thesis we study the case when the problem is parameterized by the
FEEDBACK VERTEX SET of the corresponding undirected graph, which has kernel of size
O(k4).

The algorithms for the undirected graphs make use of combinatorial arguments to
find their complexity, and there is a case which used a Python program to find the
complexity of the algorithm. For directed graphs, the algorithms make use of tools
from graph theory (e.g. cuts, separators) and in some cases they use some more abstract
stuctures, such as ϵ-structures. The complexity of the algorithms for the directed feedback
vertex set is based again on combinatorial arguments.

The FEEDBACK VERTEX SET is a well studied problem in Parameterized Complexity
withmany applications onOperational Systems [27], VLSI design [17] and in the search
of genes that cause cancer [22] and it belongs to a bigger class of problems that searches
for Feedback Sets. Similar is the FEEDBACK ART SET problem which we can also solve
with the algorithms for the FEEDBACK VERTEX SET. The results in this thesis are from
the paragraph 9.1 of the book [9] and the papers [3, 18, 21, 7, 23].

The reader should be familiar with basic notions of graph theory, algorithms, compu-
tational and parameterized complexity.

Keywords: Parameterized algorithms, parameterized complexity, algorithms, graphs,
feedback vertex set, cycles, minimum cut, branching vectors, ϵ-structures, reduction,
NP-Hard.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ1
ΕΙΣΑΓΩΓΗ

1.1 Γενικές πληροφορίες
Το 1972, οKarp παρουσίασε στην εργασία του ”Reducibility AmongCombinatorial

Problems, [19]” έναν κατάλογο από 21 προβλήματα συνδυαστικής, θεωρίας γραφημά-
των και λογικής μεταξύ άλλων τα οποία είναι NP-πλήρη, όπως και το πρόβλημα ΙΚΑΝΟ-
ΠΟΙΗΣΙΜΟΤΗΤΑ (SAT), το οποίο αποδείχθηκε ότι είναι NP-πλήρες το 1971 από τον Cook
[8]. Τα προβλήματα αυτά, προκειμένου να λυθούν σε πολυωνυμικό χρόνο, πρέπει είτε
να περιοριστούν σε ειδικές περιπτώσεις είτε να λυθούν προσεγγιστικά, δηλαδή να αρ-
κεστούμε σε μια μη βέλτιστη λύση. Ένας κατάλογος NP-πλήρων προβλημάτων βρίσκε-
ται στον σύνδεσμο https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_NP-complete_
problems, ωστόσο ο συνολικός αριθμός NP-πλήρων προβλημάτων είναι πολύ μεγα-
λύτερος από αυτόν που υπάρχει στον παραπάνω σύνδεσμο.

Οι Downey και Fellows ξεκίνησαν το 1999 να μελετούν υπολογιστικά προβλήματα
με παραμέτρους για την είσοδο και την έξοδό τους. Τα προβλήματα αυτά, για τα οποία
η παράμετρος, έστω k, είναι σταθερή ονομάζονται παραμετρικά προβλήματα. Με τη
χρήση παραμέτρων, τα NP-πλήρη προβλήματα μπορούν να ταξινομηθούν ως προς την
παραμετρική πολυπλοκότητά τους. Έτσι, έχουμε ένα εργαλείο που τα κατατάσσει σε
διαφορετικά επίπεδα ανάλογα με τη δυσκολία τους να λυθούν παραμετρικά. Σε ένα
πρόβλημα θεωρίας γραφημάτων η παράμετρος k μπορεί να είναι ο μέγιστος βαθμός
του γραφήματος, ο χρωματικός του αριθμός κ.ά..

Η θεωρία που ασχολείται με αυτά τα προβλήματα ονομάζεται Παραμετρική Πο-
λυπλοκότητα, και στόχος της είναι να μελετήσει και να κατατάξει ως προς τη δυσκο-
λία τους τα παραμετροποιημένα υπολογιστικά προβλήματα. Μερικές καλές πρώτες πη-
γές για παραμετρικούς αλγόριθμους και πολυπλοκότητα είναι το βιβλίο Parameterized
Algorithms τωνCygan κ.ά. ([9]) καθώς και το βιβλίοKernelization: Theory of Paramete-
rized Preprocessing των Fomin κ.ά. ([16]).

1.2 Παραμετρικά βατοί αλγόριθμοι
Ένα είδος παραμετρικών αλγορίθμων που μελετάται στη βιβλιογραφία είναι οι πα-

ραμετρικά βατοί αλγόριθμοι (fixed parameterized tractable algorithms) ή για συντομία
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1.3. ΣΥΝΟΛΟ ΑΝΑΔΡΑΣΗΣ ΚΟΡΥΦΩΝ

FPT. Οι αλγόριθμοι αυτοί είναι εκθετικοί ως προς την παράμετρο k αλλά πολυωνυμικοί
ως προς το μέγεθος της εισόδου του προβλήματος που μελετάται.
Ορισμός 1.1. Ένα παραμετροποιημένο πρόβλημα είναι μια γλώσσαL ⊆ Σ∗×N, όπου
το αλφάβητο Σ είναι σταθερό και πεπερασμένο. Για ένα στιγμιότυπο I = (x, k) ∈
Σ∗ × N, το k ονομάζεται παράμετρος του προβλήματος.

Στη Θεωρία Πολυπλοκότητας, τα προβλήματα ταξινομούνται σε κλάσεις ανάλογα
με τη δυσκολία επίλυσης ή αναπαράστασής τους οπότε τα προβλήματα που ανήκουν
στην ίδια κλάση έχουν την ίδια δυσκολία. Για παράδειγμα, στην Υπολογιστική Πο-
λυπλοκότητα τα προβλήματα ταξινομούνται σύμφωνα με τον χώρο ή τον χρόνο που
χρειάζονται για να λυθούν, ενώ στην Περιγραφική τα προβλήματα ταξινομούνται βά-
σει του τύπου λογικής (πρωτοβάθμια, δευτεροβάθμια κ.λπ.) που χρειάζονται για να
αναπαρασταθούν. Για την Παραμετρική Πολυπλοκότητα, όπως αναφέρθηκε ήδη, τα
προβλήματα ταξινομούνται ως προς τη δυσκολία επίλυσής τους βάσει παραμέτρων.
Ορισμός 1.2. Ένα παραμετροποιημένο πρόβλημα L ⊆ Σ∗×N, καλείται παραμετρικά
βατό (FPT) αν υπάρχει αλγόριθμος A, μια υπολογίσιμη συνάρτηση f : N → N, και
μια σταθερά c τέτοια ώστε δοθέντος ενός στιγμιοτύπου I ∈ Σ∗ × N, ο αλγόριθμος A
να αποφασίζει επιτυχώς αν I ∈ L σε χρόνο τάξης f(k)|I|c. Η κλάση πολυπλοκότητας
που περιέχει όλους αυτούς τους αλγορίθμους ονομάζεται FPT.
Ορισμός 1.3. Έστω L ένα παραμετροποιημένο πρόβλημα και Σ το αλφάβητό του.
Μια πυρηνοποίηση (ή προεπεξεργασία) για το L είναι ένας αλγόριθμος ο οποίος για
οποιοδήποτε I ∈ Σ∗ × N δίνει ως έξοδο σε χρόνο πολυωνυμικό ως προς |I| ένα I ′

τέτοιo ώστε: I ∈ L ⇔ I ′ ∈ L, με |I| ≤ h(k), όπου h υπολογίσιμη συνάρτηση. Η
συνάρτηση h σχετίζεται με το μέγεθος του πυρήνα, και όταν αυτή είναι πολυωνυμική,
λέμε ότι έχουμε έναν πολυωνυμικό πυρήνα.

Με άλλα λόγια, πυρηνοποίηση είναι η διαδικασία η οποία μετασχηματίζει σε πο-
λυωνυμικό χρόνο την είσοδο ενός προβλήματος σε μια απλούστερη είσοδο. Με τον
τρόπο αυτό, το μετασχηματισμένο πρόβλημα θα μπορεί να λυθεί πιο γρήγορα από το
αρχικό.
Ορισμός 1.4. Η προεπεξεργασία ενός στιγμιοτύπου γίνεται μέσω κανόνων αναγω-
γής. Ένα στιγμιότυπο το οποίο δεν επιδέχεται περαιτέρω προεξεργασία θα ονομάζεται
ανηγμένο (reduced).
Λήμμα 1.5. Αν ένα παραμετροποιημένο πρόβλημα L είναι FPT, τότε επιδέχεται πυ-
ρηνοποιήση.
Παρατήρηση 1.6. Η ύπαρξη FPT αλγόριθμου για ένα πρόβλημα δεν σημαίνει απαραί-
τητα ότι το πρόβλημα θα έχει πυρήνα πολυωνυμικού μεγέθους. Η ύπαρξη FPT αλγο-
ρίθμου μας δείχνει μόνο ότι υπάρχει πυρήνας, δίχως να μας δίνει κάποια πληροφορία
για το μέγεθός του.

Στα παρακάτω, για την πολυπλοκότητα ενός αλγορίθμου θα χρησιμοποιούνται εναλ-
λάξ οι συμβολισμοί O(.) και O∗(.). Στον δεύτερο συμβολισμό, αγνοούνται για συντο-
μία οι πολυωνυμικοί όροι.

1.3 Σύνολο Ανάδρασης Κορυφών
Στην παρούσα εργασία θα μελετηθεί το πρόβλημα ΣΥΝΟΛΟ ΑΝΑΔΡΑΣΗΣ ΚΟΡΥΦΩΝ

ή για συντομία ΣΑΚ (FEEDBACK VERTEX SET ή για συντομία FVS). Το ΣΑΚ ενός γραφή-
ματος G αποτελείται από ένα σύνολο κορυφών η αφαίρεση των οποίων καθιστούν το

2



ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ

G άκυκλο. Με την αφαίρεση μιας κορυφής εννοούμε τη διαγραφή της από το γράφημα
G μαζί με όλες τις προσπίπτουσες σε αυτήν ακμές. Ισοδύναμα, κάθε σύνολο ανάδρα-
σης κορυφών περιέχει τουλάχιστον μία κορυφή από κάθε κύκλο του γραφήματοςG. Ο
αυστηρός ορισμός του προβλήματος είναι ο εξής:
ΣΥΝΟΛΟ ΑΝΑΔΡΑΣΗΣ ΚΟΡΥΦΩΝ

• Είσοδος: Ένα γράφημαG = (V,E), με ή χωρίς κατευθύνσεις και ένας ακέραιος
k.

• Παράμετρος: k.

• Ερώτηση: Υπάρχει σύνολοX ⊆ V , με |X| ≤ k για το οποίο όταν όλες οι κορυ-
φές του X και οι προσπίπτουσες ακμές τους διαγραφούν από το G, το γράφημα
που απομένει να είναι άκυκλο;

Σχήμα 1.1: Παράδειγμα ΣΑΚ μεγέθους 1. Τα σύνολα {b} και {d} είναι ΣΑΚ για το G.

Η εύρεση ενός ελαχίστου συνόλου ανάδρασης κορυφών ενός γραφήματος είναι NP-
πλήρες πρόβλημα και έχει εφαρμογές στην σχεδίαση VLSI κυκλωμάτων [17], στα λει-
τουργικά συστήματα [27], στην εύρεση γονιδίων που ευθύνονται για τον καρκίνο [22]
κ.λπ.. Επιπλέον, προβλήματα όπως ο ισομορφισμός γραφήματος και η αναδιαμόρφωση
μονοπατιού, παρότι NP-δύσκολα, λύνονται σε πολυωνυμικό χρόνο σε γραφήματα με
φραγμένο μέγεθος συνόλου ανάδρασης κορυφών [12].

Το σύνολο ανάδρασης κορυφών είναι NP-πλήρες τόσο για κατευθυνόμενα όσο και
για μη κατευθυνόμενα γραφήματα. Πιο συγκεκριμένα, είναι NP-πλήρες ακόμα και για
γραφήματα με μέγιστο βαθμό 4 όπως θα δειχθεί παρακάτω. Πέραν των παραμετρικών
αλγορίθμων που θα μελετηθούν στην παρούσα εργασία, σημαντική είναι και η ύπαρξη
ενός 2-προσεγγιστικού αλγορίθμου (δηλαδή αλγορίθμου του οποίου το σύνολο ανά-
δρασης κορυφών που επιστρέφει έχει μέγεθος το πολύ διπλάσιο της βέλτιστης λύσης)
για το σύνολο ανάδρασης κορυφών. Η χρήση προσεγγιστικών αλγορίθμων μας βοη-
θάει στη σχεδίαση FPT αλγορίθμων ([23]). Τέλος, εκτός από τους παραμετρικούς και
τους προσεγγιστικούς αλγόριθμους, μια λύση του προβλήματος μπορεί να βρεθεί και
με πιθανοτικούς αλγόριθμους ([9, 10]).

1.4 Το θεώρημα των Robertson-Seymour
Στην ανάπτυξη της θεωρίας της Παραμετρικής Πολυπλοκότητας έχει παίξει ρόλο

και το θεώρημα Graph Minor των Robertson και Seymour, η απόδειξη του οποίου δι-
ήρκησε από το 1983 ως το 2004 και είναι πάνω από 500 σελίδες σε έκταση. Προτού
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1.5. ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΓΙΑ ΤΟ ΑΠΛΟ ΣΥΝΟΛΟ ΑΝΑΔΡΑΣΗΣ ΚΟΡΥΦΩΝ

αποδειχθεί, ονομαζόταν εικασία του Wagner.

Θεώρημα 1.7 (Robertson-Seymour). Η κλάση όλων των γραφημάτων είναι καλή-
οιωνεί-διάταξη (well-quasi-ordered) ως προς τη σχέση ελάσσονος. Με άλλα λόγια, σε
οποιαδήποτε άπειρη οικογένεια γραφημάτων, υπάρχουν δύο γραφήματα για τα οποία
ισχύει ότι το ένα είναι έλασσον (δηλαδή έχει προέλθει από αφαιρέσεις κορυφών, αφαι-
ρέσεις ακμών ή συνθλίψεις ακμών) του άλλου.

Θεώρημα 1.8. Υπάρχει υπολογίσιμη συνάρτηση f και αλγόριθμος τέτοιος, ώστε για
δοθέντα γραφήματα G,H , να ελέγχει σε χρόνο f(H)|V (G)|3 αν H ≤m G.

Πρόταση 1.9. Έστω G ένα γράφημα, X ⊆ V (G) ένα σύνολο ανάδρασης κορυφών
τουG και έστωH ένα έλασσον τουG. Τότε, υπάρχει ένα σύνολο ανάδρασης κορυφών
του H με μέγεθος το πολύ |X|.

Από τα παραπάνω, προκύπτει η ύπαρξη FPT αλγορίθμου για το σύνολο ανάδρασης
κορυφών.

1.5 Αποτελέσματα για το απλό Σύνολο Ανάδρασης Κο-
ρυφών

Στον παρακάτω πίνακα παρατίθεται μια συλλογή αποτελεσμάτων που αφορούν το
ΣΥΝΟΛΟ ΑΝΑΔΡΑΣΗΣ ΚΟΡΥΦΩΝ. Τα αποτελέσματα αφορούν χρόνους εκτέλεσης FPT
αλγορίθμων ή μέγεθος πυρήνα για το ΣΑΚ. Αρχικά δίνεται ένας επιπλέον ορισμός,
αυτός του τουρνουά:

Ορισμός 1.10. Ως τουρνουά ([9, 13]) ορίζεται ένα πλήρες κατευθυνόμενο γράφημα
(κλίκα) στο οποίο όλες του οι ακμές έχουν κατεύθυνση.

Επιπλέον, στο τυχαιοποιημένο ΣΑΚ ([9, 10]) οι αλγόριθμοι που αναφέρονται κά-
νουν χρήση πιθανοτικών μεθόδων (σε αντίθεση με τους ντετερμινιστικούς αλγορίθμους
που μελετώνται στην παρούσα εργασία). Επιπλέον, όσον αφορά τον αλγόριθμο στην
εργασία [10], για να δουλέψει χρειάζεται να του δοθεί σαν είσοδος ένα γράφημα G
αλλά και μια δεντροαποσύνθεση (tree decomposition) μεγέθους το πολύ t.

Είδος ΣΑΚ Χρόνος εκτέλεσης/Μέγεθος πυρήνα Παραπομπή
ΣΑΚ Πολυωνυμικός αλγόριθμος αν ∆ = 3 [9]
ΣΑΚ Τετραγωνικός πυρήνας [9]
ΣΑΚ Κυβικός πυρήνας [4]
ΣΑΚ Πυρήνας μεγέθους ∆k [16]
ΣΑΚ O∗(3.460k) [18]
ΣΑΚ O∗(3.592k) [21]
ΣΑΚ 2-προσεγγιστικός αλγόριθμος [2]

Διακεκριμμένο ΣΑΚ O∗(ϕ2k) [9]
Διακεκριμμένο ΣΑΚ O∗(4k) [9]
Τυχαιοποιημένο ΣΑΚ O∗(4k) [9]
Τυχαιοποιημένο ΣΑΚ O∗(3t), αν tw(G) ≤ t [10]

Επίπεδο ΣΑΚ Γραμμικός πυρήνας [16]
ΣΑΚ σε τουρνουά O∗(2k) [9]
ΣΑΚ σε τουρνουά O(2kk5 + n3) [12]

ΣΑΚ σε τουρνουά με βάρη O(2kn2(log logn+ k)) [12]
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΕΙΣΑΓΩΓΗ

1.6 Αποτελέσματα για το κατευθυνόμενο Σύνολο Ανά-
δρασης Κορυφών

Στον παρακάτω πίνακα παρατίθεται μια συλλογή αποτελεσμάτων που εστιάζει στο
ΚΑΤΕΥΘΥΝΟΜΕΝΟ ΣΥΝΟΛΟ ΑΝΑΔΡΑΣΗΣ ΚΟΡΥΦΩΝ. Συνοπτικά, για αρκετά χρόνια ήταν
ανοιχτό πρόβλημα το αν υπάρχει FPT αλγόριθμος για αυτό το πρόβλημα ([13]). Πλέον,
ανοιχτό είναι το πρόβλημα για το αν στην γενική περίπτωση γίνεται να έχουμε πυρήνα
πολυωνυμικού μεγέθους. Τα κάτωθι αποτελέσματα αφορούν πολυωνυμικούς πυρήνες
σε ειδικές περιπτώσεις, όπου τα γραφήματα έχουν κάποια συγκεκριμένα χαρακτηρι-
στικά. Προτού όμως δοθούν τα αποτελέσματα αυτά, πρέπει να οριστούν κάποιες έν-
νοιες που θα χρησιμοποιηθούν. Οι έννοιες που θα χρησιμοποιηθούν αφορούν το έξω-
δέντρο (out-tree) και το έξω-δάσος (out-forest) ([25, 1]) καθώς και το γράφημα παράλ-
ληλων μονοπατιών (directed pumpkin) ([24]).

Ορισμός 1.11. Ένα γράφημα λέγεται έξω-δέντρο όταν κάθε κορυφή έχει έσω-βαθμό
(in-degree) το πολύ 1 και το αντίστοιχο μη κατευθυνόμενο γράφημα είναι δέντρο, ενώ
λέγεται έξω-δάσος όταν αποτελείται από διακεκριμμένα έξω-δέντρα.

Ορισμός 1.12. Ένα γράφημα λέγεται γράφημα παράλληλων μονοπατιών όταν αποτε-
λείται από δύο διακεκριμμένες κορυφές s, t που είναι αντίστοιχα πηγή και προορισμός
(source, sink) οι οποίες συνδέονται με κορυφοδιακεκριμμένα μονοπάτια όπου κάθε κο-
ρυφή έχει έσω-βαθμό και έξω-βαθμό (out-degree) ακριβώς 1.

Ορισμός 1.13. Σε ένα κατευθυνόμενο γράφημαD θα λέμε ότι ένα σύνολοM ⊆ V (D)
λέγεται η-modulator δεντροπλάτους αν το γράφημαD−M έχει δεντροπλάτος το πολύ
η.

Το δεντροπλάτος (treewidth) ενός γραφήματος είναι ένα μέτρο του κατά πόσο ένα
γράφημα απέχει από το να είναι δέντρο. Για περισσότερες (και πιο φορμαλιστικές)
λεπτομέρειες για το δεντροπλάτος, δύο συνήθεις πηγές είναι το βιβλίο Graph Theory
του Diestel ([14]) και το βιβλίο Parameterized Algorithms των Cygan κ.ά. ([9]).

Είδος αποτελέσματος Χρόνος εκτέλεσης/Μέγεθος πυρήνα Παραπομπή
Αλγόριθμος O((k + 1)!4kk3n(n+m)) [9]
Αλγόριθμος O(k!4kk4nm) [7]
Αλγόριθμος O(k!4kk5(n+m)) [23]
Πυρήνας k3 (έσω-δέντρα) [25]
Πυρήνας k3 (έξω-δάση) [25]
Πυρήνας k2 (έξω-δάση) [1]
Πυρήνας k18 (γραφήματα παράλληλων μονοπατιών) [25]
Πυρήνας k3 (γραφήματα παράλληλων μονοπατιών) [1]
Πυρήνας (kl)O(η2) (γραφήματα με η-modulator) [24]

1.7 Επιπλέον προβλήματα συνόλου ανάδρασης
Τα προβλήματα συνόλου ανάδρασης έχουν μελετηθεί αρκετά στη βιβλιογραφία,

πράγμα που τα καθιστά αρκετά δημοφιλή. Παρότι στην παρούσα εργασία δίνεται έμ-
φαση αποκλειστικά στο ΣΥΝΟΛΟ ΑΝΑΔΡΑΣΗΣ ΚΟΡΥΦΩΝ, αναφέρεται η ύπαρξη μερικών
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1.7. ΕΠΙΠΛΕΟΝ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΑ ΣΥΝΟΛΟΥ ΑΝΑΔΡΑΣΗΣ

ακόμα παρόμοιων προβλημάτων συνόλου ανάδρασης. Τα προβλήματα συνόλου ανά-
δρασης αφορούν είτε την διαγραφή κορυφών είτε την διαγραφή ακμών από ένα γρά-
φημα το οποίο μπορεί να έχει βάρη στις κορυφές ή τις ακμές του και να είναι κατευθυ-
νόμενο. Σε ορισμένες εργασίες της βιβλιογραφίας δεν μελετάται αυτούσιο το ΣΥΝΟΛΟ
ΑΝΑΔΡΑΣΗΣ ΚΟΡΥΦΩΝ αλλά κάποιο πρόβλημα πιο γενικό το οποίο έχει εφαρμογή σε
αυτό όπως π.χ. το Q-DELETION. Ένα εξίσου μελετημένο πρόβλημα είναι το πρόβλημα
ΣΥΝΟΛΟ ΑΝΑΔΡΑΣΗΣ ΤΟΞΩΝ (FEEDBACK ARC SET, FAS)([15]) στο οποίο αντί να δια-
γράφονται κορυφές από ένα γράφημα, διαγράφονται τόξα.
ΣΥΝΟΛΟ ΑΝΑΔΡΑΣΗΣ ΤΟΞΩΝ

• Είσοδος: Ένα κατευθυνόμενο γράφημα G = (V,E) και ένας ακέραιος k.

• Παράμετρος: k.

• Ερώτηση: Υπάρχει σύνολο X ⊆ E, με |X| ≤ k για το οποίο το γράφημα
G′ = (V,E \X) να είναι άκυκλο;

Παρατήρηση 1.14. Μπορούμε να κάνουμε αναγωγή από το πρόβλημα ΣΥΝΟΛΟ ΑΝΑ-
ΔΡΑΣΗΣ ΤΟΞΩΝ στο ΣΥΝΟΛΟ ΑΝΑΔΡΑΣΗΣ ΚΟΡΥΦΩΝ και αντίστροφα, συνεπώς ένας αλ-
γόριθμος που λύνει το ένα από τα δύο αυτά προβλήματα, μπορεί μέσω αναγωγής να
λύσει και το άλλο.

Στις περιπτώσεις που έχουμε γραφήματα με βάρη, δεν μας ενδιαφέρει πλέον ο αριθ-
μός των κορυφών ή των ακμών που θα διαγραφούν αλλά το συνολικό τους βάρος. Όσον
αφορά τα γραφήματα με βάρη στις κορυφές τους, το σχετικό πρόβλημα ονομάζεται ΒΕ-
ΒΑΡΗΜΕΝΟ ΣΥΝΟΛΟ ΑΝΑΔΡΑΣΗΣ ΚΟΡΥΦΩΝ (WEIGHTED FEEDBACK VERTEX SET, WFVS)
([6]).
ΒΕΒΑΡΗΜΕΝΟ ΣΥΝΟΛΟ ΑΝΑΔΡΑΣΗΣ ΚΟΡΥΦΩΝ

• Είσοδος: Ένα γράφημαG = (V,E) με βάρη στις κορυφές του και ένας ακέραιος
k.

• Παράμετρος: k.

• Ερώτηση: Υπάρχει σύνολοX ⊆ V , όπου το συνολικό βάρος των κορυφών του
X να είναι το πολύ k τέτοιο ώστε το G−X να είναι άκυκλο;

Αντίστοιχο είναι και το πρόβλημα για ακμές με βάρη:
ΒΕΒΑΡΗΜΕΝΟ ΣΥΝΟΛΟ ΑΝΑΔΡΑΣΗΣ ΤΟΞΩΝ

• Είσοδος: Ένα γράφημα G = (V,E) με βάρη στα τόξα του και ένας ακέραιος k.

• Παράμετρος: k.

• Ερώτηση: Υπάρχει σύνολοX ⊆ E, όπου το συνολικό βάρος των τόξων τουX
να είναι το πολύ k τέτοιο ώστε το G−X να είναι άκυκλο;

Τα προαναφερθέντα προβλήματα είναι τα πιο γενικά Σύνολα Ανάδρασης, ενώ εκτός
αυτών υπάρχουν και διάφορες παραλλαγές και ειδικότερες περιπτώσεις στην βιβλιο-
γραφία.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ2
ΠΥΡΗΝΑΣ ΓΙΑ ΜΗ ΚΑΤΕΥΘΥΝΟΜΕΝΑ

ΓΡΑΦΗΜΑΤΑ

Στο κεφάλαιο αυτό θα αποδειχθεί η ύπαρξη τετραγωνικού πυρήνα για το πρόβλημα
ΣΥΝΟΛΟ ΑΝΑΔΡΑΣΗΣ ΚΟΡΥΦΩΝ. Αρχικά αναφέρονται πέντε βασικοί κανόνες αναγωγής,
ενώ σταδιακά θα αναφέρονται και νέοι κανόνες.

1. Για κάθε κορυφή η οποία έχει βρόχο, αφαιρούμε την εκάστοτε κορυφή και μειώ-
νουμε την παράμετρο k κατά 1.

2. Για κάθε ακμή με πολλαπλότητα μεγαλύτερη από 2, αφαιρούμε όσες ακμές
χρειάζεται ώστε να έχει πολλαπλότητα ακριβώς 2.

3. Αφαιρούμε κάθε κορυφή βαθμού 0 ή 1.

4. Κάνουμε διάλυση κάθε κορυφής βαθμού 2.

5. Εάν k < 0, τότε έχουμε να κάνουμε με αρνητικό στιγμιότυπο.

Οι κανόνες αυτοί εφαρμόζονται επαναληπτικά από τον πρώτο μέχρι τον τελευταίο,
μέχρις ότου να μην εφαρμόζεται κανένας. Όλοι οι παραπάνω κανόνες εφαρμόζονται σε
πολυωνυμικό χρόνο. Συνεπώς, λόγω των παραπάνω κανόνων προκύπτει ότι τα γραφή-
ματα με τα οποία θα ασχοληθούμε δεν θα έχουν βρόχους, θα έχουν ακμές πολλαπλό-
τητας το πολύ 2, και ο ελάχιστος βαθμός κορυφής θα είναι ίσος με 3.

Το παρακάτω λήμμα είναι το πρώτο βήμα για ένα άνω φράγμα του μεγέθους του
πυρήνα.

Λήμμα 2.1. Αν ένα γράφημα έχει ελάχιστο βαθμό 3, μέγιστο βαθμό d και ΣΑΚ μεγέ-
θους το πολύ k, τότε |V (G)| ≤ (d+ 1)k και |E(G)| ≤ 2dk.

Απόδειξη. Έστω X το ΣΑΚ, Y = V (G) \ X και F το σύνολο των ακμών με το ένα
άκρο στο σύνολοX και το άλλο άκρο στο σύνολο Y . Θα υπολογίσουμε το μέγεθος του
συνόλου F συγκριτικά με τα σύνολα X,Y . Παρατηρούμε ότι |F | ≤ d|X|. Επιπλέον,
το γράφημα G \X = G[Y ] είναι δάσος, οπότε |E(G[Y ])| < |Y |.
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Σχήμα 2.1: Παράδειγμα για το λήμμα 2.1. Με μπλε οι ακμές του συνόλου F .

Από το λήμμα της χειραψίας, γνωρίζουμε ότι∑
v∈Y

dG[Y ](v) = 2|E(G[Y ])| < 2|Y | ⇒ 1

|Y |
∑
v∈Y

dG[Y ](v) < 2.

Συνεπώς το G[Y ] έχει μέσο βαθμό μικρότερο του 2. Επιπλέον∑
v∈Y

dG(v) =
∑
v∈Y

|N(v) ∩X|+
∑
v∈Y

|N(v) ∩ Y |.

Για τις γειτονικές κορυφές του X έχουμε ότι∑
v∈Y

|N(v) ∩X| ≤ |F |,

ενώ για τις γειτονικές κορυφές του Y έχουμε ότι∑
v∈Y

|N(v) ∩ Y | <
∑
v∈Y

dG[Y ](v) < 2|Y |.

Συνεπώς, ∑
v∈Y

dG(v) =
∑
v∈Y

|N(v) ∩X|+
∑
v∈Y

|N(v) ∩ Y | < |F |+ 2|Y |.

Καθώς το G έχει ελάχιστο βαθμό 3, ισχύει ότι
∑

v∈Y dG(v) ≥ 3|Y |, άρα 3|Y | <
|F |+2|Y |, οπότε |Y | < |F | ≤ d|X|. Επιπλέον, αφού οι κορυφές του αρχικού γραφήμα-
τοςG διαμερίζονται στα σύνολαX,Y , ισχύει ότι |V (G)| = |X|+ |Y | < |X|+d|X| ≤
(d+ 1)|X| ≤ (d+ 1)k.
Όσον αφορά τις ακμές του G, γνωρίζουμε αφενός ότι το X έχει το πολύ d|X| προ-
σπίπτουσες ακμές και αφετέρου ότι το G[Y ] είναι δάσος οπότε έχει λιγότερες από |Y |
ακμές εξ ορισμού. Οπότε, |E(G)| < d|X|+ |Y | < 2d|X| ≤ 2dk.

Από το παραπάνω λήμμα, προκύπτει ένας νέος κανόνας αναγωγής:

6. Αν |V (G)| ≥ (d + 1)k ή |E(G)| ≥ 2dk, τότε έχουμε να κάνουμε με αρνητικό
στιγμιότυπο.

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι το ΣΥΝΟΛΟ ΑΝΑΔΡΑΣΗΣ ΚΟΡΥΦΩΝ έχει πυρήνα μεγέ-
θους O(kd), όπου d είναι ο μέγιστος βαθμός του γραφήματος. Στη συνέχεια θα μελε-
τηθούν κάποιοι επιπλέον κανόνες αναγωγής που θα μειώσουν το μέγεθος του πυρήνα
σε O(k2).
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΠΥΡΗΝΑΣ ΓΙΑ ΜΗ ΚΑΤΕΥΘΥΝΟΜΕΝΑ ΓΡΑΦΗΜΑΤΑ

2.1 Θεώρημα Gallai και ταιριάσματα
Στην παρούσα παράγραφο θα μελετηθεί το θεώρημα Gallai το οποίο αφορά κορυ-

φοδιακεκριμμένα μονοπάτια σε γραφήματα, ενώ θα γίνει σύνδεση μεταξύ κορυφοδια-
κεκριμμένων μονοπατιών και ταιριασμάτων σε ένα γράφημα. Η γενίκευση του θεωρή-
ματος Gallai σε κατευθυνόμενα γραφήματα υπάρχει στην εργασία [20].

Θεώρημα 2.2 (Gallai). Έστω G ένα απλό γράφημα, T ⊆ V (G) και ακέραιος s. Τότε,
μπορούμε σε πολυωνυμικό χρόνο να:

1. βρούμε μια οικογένεια s+ 1 κορυφοδιακεκριμμένων ανά 2 T−μονοπατιών

2. ή να αποφανθούμε τη μη ύπαρξη τέτοιας οικογένειας και να βρούμε ένα σύνολο
B με 2s το πολύ κορυφές, για το οποίο το γράφημα G \ B να μην έχει καμία
συνεκτική συνιστώσα με πάνω από μία κορυφή στο T .

Στην δεύτερη περίπτωση, το σύνολοB ονομάζεται σύνολο αφής (hitting set) για το
T . Προκειμένου να αποδειχθεί το παραπάνω θεώρημα θα χρειαστεί πρώτα να αποδει-
χθούν κάποια λήμματα. Αρχικά, το δοθέν γράφημα G μετατρέπεται σε ένα γράφημα
H ως εξής:

1. V (H) = T ∪{x1, x2 : x ∈ V (G)\T}, δηλαδή φτιάχνουμε ένα αντίγραφο κάθε
κορυφής x ∈ V (G) \ T .

2. E(H) = E(G[T ]) ∪ {uxi : i ∈ {1, 2}, u ∈ T, x ∈ V (G) \ T, ux ∈ E(G)}
∪{xiyj : i, j ∈ {1, 2}, x, y ∈ V (G) \ T, xy ∈ E(G)}
∪{x1x2 : x ∈ V (G) \ T}.

Βάσει των παραπάνω αλλαγών που έγιναν στο γράφημα G, η σύνδεση μεταξύ κορυ-
φοδιακεκριμμένων T μονοπατιών στο G και ταιριάσματος στο H είναι η εξής:

Λήμμα 2.3. Για οποιονδήποτε μη αρνητικό ακέραιο s, υπάρχουν s κορυφοδιακεκριμ-
μένα ανά δύο T−μονοπάτια στοG αν και μόνο αν υπάρχει ταίριασμα στοH μεγέθους
s+ |V (G) \ T |.

Απόδειξη. (⇒) Έστω P ′ μια οικογένεια από κορυφοδιακεκριμμένα T−μονοπάτια στο
G. Υποθέτουμε ότι σε κάθε τέτοιο μονοπάτι μόνο τα άκρα του είναι στο T . Ορίζουμε
για κάθε P ∈ P ′ ένα μονοπάτι PH ως εξής: Αν P = {u, x1, x2, . . . , x|P |−1, w} τότε
PH = {u, x1

1, x
2
1, x

1
2, . . . , w}, επεκτείνουμε δηλαδή το μονοπάτι P με τρόπο τέτοιο,

ώστε να διατηρήσει τα άκρα του αλλά να περνάει από όλες τις κορυφές τουH .
Έστω τώρα ταίριασμα M0 = {x1x2 : x ∈ V (G) \ T} μεγέθους |V (G) \ T |. Προ-
φανώς κάθε δεύτερη ακμή ενός μονοπατιού PH ανήκει στο M0, αφού το μονοπάτι
ξεκινάει με ακμή που δεν ανήκει στο M0 και μετά εναλλάσσεται μεταξύ κορυφών
του V (G) \ T και του αντιγράφου του. Ορίζουμε E0(P

H) := E(PH) ∩ M0 και
E1(P

H) := E(PH) \ M0. Προφανώς ισχύει ότι E0(P
H) + 1 = E1(P

H). Έστω
ταίριασμαM := M0. Για κάθε P ∈ P ′, αντικαθιστούμε τις ακμές του P που ανήκουν
στο E0 με ακμές από το E1. Τελικά, τοM θα είναι ταίριασμα στοH και θα ισχύει ότι
|M | = |M0|+ |P ′| = |V (G) \ T |+ |P ′|.
(⇐)ΈστωM ταίριασμα μεγέθους s+|V (G)\T | = s+|M0| στοH και έστω η συμμε-
τρική διαφορά M04M (δηλαδή η ένωση των M0,M , χωρίς τα κοινά τους στοιχεία).
Το γράφημα (V (G),M04M) έχει κορυφές βαθμού το πολύ 2, συνεπώς αποτελείται
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2.1. ΘΕΩΡΗΜΑ GALLAI ΚΑΙ ΤΑΙΡΙΑΣΜΑΤΑ

από μονοπάτια και κύκλους όπου οι ακμές τωνM0,M εμφανίζονται εναλλάξ σε αυτά.
Επίσης για να έχει μια συνεκτική συνιστώσα περισσότερες ακμές στοM θα πρέπει να
ξεκινάει και να τελειώνει σε κορυφή του M . Επιπλέον, αφού |M | − |M0| = s, συ-
μπεραίνουμε ότι έχουμε τουλάχιστον s κορυφοδιακεκριμμένα μονοπάτια. ΈστωQ ένα
τέτοιο μονοπάτι. Το μονοπάτι αυτό ξεκινάει και τελειώνει σε κορυφή του συνόλου T
χωρίς καμία ενδιάμεση κορυφή του να ανήκει στο T . ΈστωQG ένα μονοπάτι που προ-
κύπτει από τοQ διατηρώντας ίδια άκρα με αυτά τουQ, και για κάθε ακμή της μορφής
x1x2 στο Q, προσθέτουμε την κορυφή x στο QG. Άρα QG είναι T−μονοπάτι στο G.
Επαναλαμβάνοντας την διαδικασία για s μονοπάτια προκύπτει το ζητούμενο.

Σχήμα 2.2: Μονοπάτι P και PH . Με κόκκινο οι ακμές του ταιριάσματος.

Συνεπώς, από τα παραπάνω, προκύπτει η σύνδεση των T−μονοπατιών και των ται-
ριασμάτων αφενός, αλλά και ένας αλγοριθμικός τρόπος να υπολογίσουμε τον μέγιστο
αριθμό T−μονοπατιών βρίσκοντας ένα μέγιστο ταίριασμα αφετέρου.

Πρόταση 2.4 (Ο τύπος των Tutte-Berge). Έστω ν(H) το μέγεθος ενός μεγίστου ται-
ριάσματος σε ένα γράφημαH και odd(H−S) ο αριθμός των συνεκτικών συνιστωσών
με περιττό αριθμό κορυφών στο γράφημα H − S όπου S ⊆ V (H). Τότε:

|V (H)| − 2ν(H) = max
S⊆V (H)

odd(H − S)− |S|

Παρατήρηση 2.5. Η παραπάνω σχέση μας δείχνει τη σύνδεση μεταξύ μεγίστου ται-
ριάσματος και αριθμού συνεκτικών συνιστωσών σε ένα γράφημα H .

Ορισμός 2.6. Έστω γράφημα H . Ορίζουμε το έλλειμμα (deficiency) ενός συνόλου S
ως εξής: df(S) = odd(H − S)− |S|.

Θεώρημα 2.7 (Mader). Έστω X ⊆ V (G) και C(X) οι συνεκτικές συνιστώσες του

G−X . Τότε ορίζεται η παρακάτω ποσότητα ξ(X) := |X|+
∑

C∈C(X)

⌊
|C ∩ T |

2

⌋
.

Η ποσότητα ξ(X) θα μας βοηθήσει να φράξουμε τον αριθμό κορυφοδιακεκριμμέ-
νων T -μονοπατιών στο G.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΠΥΡΗΝΑΣ ΓΙΑ ΜΗ ΚΑΤΕΥΘΥΝΟΜΕΝΑ ΓΡΑΦΗΜΑΤΑ

Παρατήρηση 2.8. Παρατηρούμε ότι για σταθερόX ⊆ V (G) ισχύει ότι κάθεT−μονοπάτι
στο G είτε περιέχει τουλάχιστον μία κορυφή του X είτε περιέχεται ολόκληρο σε μια
συνεκτική συνιστώσα τουC(X). Συνεπώς, στην πρώτη περίπτωση έχουμε το πολύ |X|
κορυφοδιακεκριμμένα T−μονοπάτια, ενώ για τη δεύτερη το πολύ b|C ∩ T |/2c.

Λήμμα 2.9. Ο μέγιστος αριθμός κορυφοδιακεκριμμένων T−μονοπατιών στο G είναι
ίσος με minX⊆V (G) ξ(X). Επιπλέον, μπορούμε σε πολυωνυμικό χρόνο να βρούμε ένα
W τέτοιο ώστε ξ(W ) = minX⊆V (G) ξ(X).

Απόδειξη. Έστω S ⊆ V (H) και έστω S0 με το μέγιστο δυνατό έλλειμμα. Προφανώς
ισχύει ότι df(S0) = |V (H)| − 2ν(H).
Έστω ότι για κάποιο x ∈ V (G) \ T , το σύνολο S0 περιέχει είτε την x1 είτε την x2,
και έστω χωρίς βλάβη της γενικότητας ότι περιέχει την x1. Έστω S′

0 = S0 \ {x1}.
Επειδή οι κορυφές x1, x2 είναι δίδυμες στο H έχουν ίδια γειτονιά, άρα οι γείτονες
της x1 είτε ανήκουν στο S0 (για να είναι στην ίδια συνιστώσα τα x1, x2) είτε στην
συνεκτική συνιστώσα τουH−S0 που περιέχει την x2. Παρατηρούμε ότι οι συνεκτικές
συνιστώσες των H − S0 και H − S′

0 διαφέρουν μόνο κατά ένα στοιχείο (αυτό που
περιέχει την x2). Αν το H − S0 έχει άρτιο (αντίστοιχα περιττό) αριθμό συνεκτικών
συνιστωσών και μετακινήσουμε την x1 στο H − S0 τότε ισχύει ότι odd(H − S′

0) =
odd(H−S0)+1 (αντίστοιχα odd(H−S′

0) = odd(H−S0)−1). Άρα odd(H−S′
0) ≥

odd(H−S0)−1. Επιπλέον, |S′
0| = |S0|−1, άρα df(S′

0) ≥ df(S0). Άρα μπορούμε αντί

Σχήμα 2.3: Συνιστώσες γραφήματος για το λήμμα 2.9.

του συνόλου S0 να διαλέξουμε το σύνολο S′
0. Συνεπώς, είτε x1, x2 ∈ S0 είτε x1, x2 6∈

S0. ΈστωWT = {x ∈ V (G) \T : x1, x2 ∈ S0},WT = S0 ∩T καιW = WT ∪WT .
Θα δειχθεί ότι υπάρχει μια οικογένεια από ξ(W ) κορυφοδιακεκριμμένα T−μονοπάτια
στο G. Αφού x1, x2 είτε ανήκουν είτε δεν ανήκουν στο S0 και τα δύο, κάθε συνεκτική
συνιστώσα τουH−S0 έχει περιττό αριθμό κορυφών αν και μόνο αν έχει περιττό αριθμό
κορυφών στο T . Επίσης, οι συνεκτικές συνιστώσες τουH−S0 είναι σε 1-1 αντιστοιχία
με τις συνεκτικές συνιστώσες του γραφήματος G−W , συνεπώς ισχύει ότι∑

C∈C(W )

(
|C ∩ T |

2
− b|C ∩ T |

2
c
)

=
odd(H − S)

2
.
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2.2. ΛΟΥΛΟΥΔΙΑ

Επιπλέον,
∑

C∈C(W ) |C ∩ T | = |T \ W | και df(S0) = |V (H)| − 2ν(H). Οπότε,

προκύπτει ότι ξ(W ) = |W |+
∑

C∈C(W )b
|C ∩ T |

2
c = ν(H)− |V (G) \ T |.

Το σύνολο W που υπολογίστηκε παραπάνω σχεδόν πληροί τις προϋποθέσεις του
θεωρήματος Gallai. Ωστόσο δεν γνωρίζουμε κατά πόσο κάθε συνεκτική συνιστώσα του
G−W περιέχει το πολύ μία κορυφή του T ή όχι. Για να εξασφαλιστεί αυτό, θα πρέπει
να γίνει το εξής: Έστω αρχικά ότι B := W . Για κάθε συνεκτική συνιστώσα C του
G −W η οποία περιέχει τουλάχιστον μία κορυφή του T , υπολογίζεται η τομή C ∩ T
και προστίθενται στο B όλες οι κορυφές του C ∩ T εκτός από μία. Παρατηρούμε ότι

|B| = |W |+
∑

C∈C(W )
|C∩T |≥1

(|C ∩ T | − 1) ≤ |W |+ 2
∑

C∈C(W )

⌊
|C ∩ T |

2

⌋
≤ 2ξ(W ).

Αφού |B| ≤ 2ξ(W ), το μέγεθος του συνόλου B είναι το πολύ δύο φορές το μέγε-
θος της οικογένειας κορυφοδιακεκριμμένων T−μονοπατιών, οπότε πληρούνται όλες
οι προϋποθέσεις του θεωρήματος Gallai. Συνεπώς το θεώρημα Gallai αποδείχθηκε.

2.2 Λουλούδια
Προκειμένου να συνεχιστεί η απόδειξη για τον πυρήνα του ΣΑΚ, θα πρέπει να γίνει

χρήση της έννοιας του λουλουδιού. Η έννοια του λουλουδιού ορίζεται ως εξής:

Ορισμός 2.10 (Λουλούδι). Έστω γράφημαG που αποτελείται από μια οικογένεια δια-
κεκριμμένων κύκλων C1, C2, . . . με μία μόνο κοινή κορυφή v, δηλαδή να ισχύει ότι
Ci∩Cj = {v}, για i 6= j. Τότε τοG ονομάζεται λουλούδι με πυρήνα v και πέταλα την
οικογένεια C1, C2, . . ..

Σχήμα 2.4: Παράδειγμα λουλουδιού με πυρήνα v και τέσσερα πέταλα.

Έχοντας εισάγει τον ορισμό του λουλουδιού μπορεί τώρα να προστεθεί ένας ακόμα
κανόνας αναγωγής:

7. Αν υπάρχει κορυφή v ∈ V (G) και λουλούδι με πυρήνα την κορυφή v και πάνω
από k πέταλα, διαγράφουμε την v και μειώνουμε το k κατά 1.
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Παρότι ο παραπάνω κανόνας είναι διαισθητικά ορθός, κρύβει το εξής πρόβλημα:
Πρέπει ο έλεγχος ύπαρξης ενός τέτοιου λουλουδιού να μπορεί να γίνει σε πολυωνυμικό
χρόνο. Για να γίνει αυτό, μπορεί να γίνει χρήση του θεωρήματος Gallai. Τα κορυφοδια-
κεκριμμένα μονοπάτια που βρίσκει το θεώρημα αυτό στην πρώτη περίπτωση, αν έχουν
ως άκρα κορυφές γειτονικές σε μια άλλη κορυφή v, τότε θα έχουμε βρει λουλούδι.

Έστω vx μια διπλή ακμή στοG. Τότε, σε ένα λουλούδι τουG με πυρήνα την κορυφή
v μπορούμε να θεωρήσουμε την ακμή vx ως πέταλο. ΈστωD το σύνολο των κορυφών
x του G για τις οποίες η ακμή vx είναι διπλή και έστω Ĝ := G \D.
Αν ίσχυε ότι |D| > k τότε θα γινόταν εφαρμογή του κανόνα αναγωγής 7, συνεπώς
έχουμε ότι |D| ≤ k.

Παρατήρηση 2.11. Η ύπαρξη λουλουδιού μεγέθους s ≥ |D| με πυρήνα v στοG είναι
ισοδύναμη με την ύπαρξη λουλουδιού μεγέθους s− |D| στο Ĝ.

Με βάση τα παραπάνω, μπορεί να γίνει εφαρμογή του θεωρήματος Gallai στο Ĝ \
{v} και να θεωρηθεί ότι T = NĜ(v) και s = k − |D|. Προφανώς, τα T−μονοπάτια
στο Ĝ \ {v} είναι σε 1-1 αντιστοιχία με τους κύκλους στο Ĝ που περνάνε από τη v.
Επομένως, από το θεώρημα Gallai μπορούμε να πάρουμε ένα λουλούδι με k− |D|+1

πέταλα και πυρήνα v στο Ĝ ή να αποφανθούμε ότι δεν υπάρχει τέτοιο λουλούδι και να
βρούμε ένα σύνολο μεγέθους 2k − 2|D| που τέμνει όλους τους κύκλους του Ĝ που
περνάνε από τη v.
Συνεπώς, στην πρώτη περίπτωση, έχουμε από το θεώρημα Gallai τα k + 1 πέταλα στο
G, οπότε θα εφαρμοστεί ο κανόνας αναγωγής 7. Στη δεύτερη περίπτωση θα έχουμε ένα
σύνολο B το οποίο τέμνει τους κύκλους του Ĝ που περνάνε από τη v. Έστω τώρα ότι
Z = B ∪D. Τότε έχουμε το ακόλουθο λήμμα:

Λήμμα 2.12. Αν v ∈ V (G) και δεν υπάρχει λουλούδι με πυρήνα v και παραπάνω από k
πέταλα στοG, μπορούμε σε πολυωνυμικό χρόνο να υπολογίσουμε έναZ ⊆ V (G)\{v}
με τις εξής ιδιότητες: Το Z τέμνει κάθε κύκλο που περνάει από τη v, |Z| ≤ 2k και
υπάρχουν το πολύ 2k ακμές με ένα άκρο τη v και με το άλλο άκρο στο Z.

Απόδειξη. Εξ ορισμού έχουμε ότι |B| ≤ 2k − 2|D|. Επιπλέον, |Z| = |B ∪ D| ≤
|B|+ |D| ≤ (2k − 2|D|) + |D| = 2k − |D| ≤ 2k. Επιπλέον, εξ ορισμού κάθε u ∈ D
έχει ακριβώς δύο ακμές uv στοG, ενώ για κάθε w ∈ B υπάρχει το πολύ μία ακμή uw,
συνεπώς έχουμε το πολύ 2|D|+ 1(2k − 2|D|) = 2k ακμές.

Στο εξής θεωρούμε αφενός ότι ο κανόνας αναγωγής 7 δεν εφαρμόζεται άλλο και
ότι η v έχει βαθμό τουλάχιστον ck, για κάποιο μεγάλο c. Για το σκοπό του παρόντος,
θα θεωρήσουμε ότι c = 7, οπότε για τη v ισχύει ότι d(v) ≥ 7k.

Δεδομένου ότι στην γενική περίπτωση ένα γράφημα μπορεί να έχει παραπάνω από
μία συνεκτική συνιστώσα, ένας κανόνας αναγωγής που προκύπτει είναι ο εξής:

8. Αν πάνω από k συνιστώσες τουG έχουν κύκλο, τότε έχουμε ένα όχι στιγμιότυπο.

2.3 2-Λήμμα επέκτασης
Λήμμα 2.13. ΈστωC η οικογένεια συνεκτικών συνιστωσών τουG\({v}∪Z). Υπάρ-
χουν τουλάχιστον 4k συνιστώσες του C που είναι δέντρα και είναι συνδεδεμένα με τη
v με ακριβώς μία ακμή.
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2.3. 2-ΛΗΜΜΑ ΕΠΕΚΤΑΣΗΣ

Σχήμα 2.5: Το γράφημα G με το σύνολο Z.

Απόδειξη. Έχουμε υποθέσει ότι d = d(v) ≥ 7k και επιπλέον υπάρχουν το πολύ 2k
ακμές που προσπίπτουν στην v και σε μια κορυφή του Z. Συνεπώς υπάρχουν 5k συνε-
κτικές συνιστώσες του C που είναι συνδεδεμένες με τη v με ακριβώς μία ακμή. Αν ο
κανόνας αναγωγής 8 δεν μπορεί να εφαρμοστεί άλλο, τότε έχουμε ότι το πολύ k από
αυτές περιέχουν κύκλους. Συνεπώς, το πολύ 4k από αυτές έχουν την επιθυμητή ιδιό-
τητα.

Παρατήρηση 2.14. Από το παραπάνω λήμμα συμπεραίνουμε ότι στο G \ ({v} ∪ Z)
ένα μεγάλο μέρος των συνεκτικών συνιστωσών θα είναι δέντρα, διότι σε αντίθετη πε-
ρίπτωση θα είχαμε αρνητικό στιγμιότυπο.

ΈστωD′ η οικογένεια συνεκτικών συνιστωσών του C η οποία πληροί τις προϋπο-
θέσεις του λήμματος 2.13, δηλαδή, για κάθε A ∈ D′ τοG[A] είναι δέντρο και υπάρχει
μία ακμή μεταξύ της v και τουA. Θα κατασκευαστεί ένα διμερές γράφημαHv ως εξής:
Η μια συνιστώσα είναι η Z και η άλλη η D′. Προφανώς μια ακμή ενώνει μια z ∈ Z
με ένα A ∈ D′ αν και μόνο αν υπάρχει η αντίστοιχη ακμή στο G. Αφού η αναγωγή 3
(αφαίρεση κορυφών βαθμού 0 και 1) δεν εφαρμόζεται και το G[A] συνδέεται με τη v
με μια μόνο κορυφή προκύπτει ότι μερικές κορυφές σε κάποιο A ∈ D′ συνδέονται με
το Z. Επίσης καμία κορυφή τουD′ δεν είναι απομονωμένη. Επιπλέον, |Z| ≤ 2k−|D|
(από λήμμα 2.12) και |D′| ≥ 4k (από λήμμα 2.13). Συνεπώς μπορεί να γίνει εφαρμογή
του λήμματος επέκτασης (2.4, [9]) για q = 2.

Λήμμα 2.15 (2-λήμμα επέκτασης). Μπορούμε να υπολογίσουμε ένα ∅ 6= Ẑ ⊆ Z και
μια οικογένεια D̂′ ⊆ D′ για τα οποία ισχύουν ότι:

• NHv (D̂
′) = Ẑ δηλαδή NG(

⋃
D̂′) = Ẑ ∪ {v}.

• Κάθε z ∈ Ẑ έχει δύο ιδιωτικές1 συνιστώσες A1
z, A

2
z ∈ D̂′, για τις οποίες ισχύει

ότι z ∈ NG(A
1
z) και ότι z ∈ NG(A

2
z).

Προτού δοθεί ο επόμενος κανόνας αναγωγής, χρειάζεται να δειχθεί το παρακάτω
λήμμα το οποίο συσχετίζει την κορυφή v και το σύνολο Ẑ στα ΣΑΚ:

Λήμμα 2.16. Για οποιοδήποτε σύνολο ανάδρασης κορυφών X του G το οποίο δεν
περιέχει τη v, υπάρχει σύνολο ανάδρασης κορυφών X ′ στο G με |X ′| ≤ |X| και Ẑ ⊆
X ′.

1Οι συνιστώσες A1
z , A

2
z είναι διαφορετικές για κάθε z ∈ Ẑ.
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Σχήμα 2.6: Τα σύνολα D̂′, Ẑ μετά το 2-λήμμα επέκτασης.

Απόδειξη. Έστω X ένα σύνολο ανάδρασης κορυφών στο G που δεν περιέχει τη v και
έστωX ′ =

(
X \

⋃
D̂′
)
∪Ẑ. Αρχικά θα δειχθεί ότι τοX ′ είναι επίσης σύνολο ανάδρα-

σης κορυφών στο G. Έστω C ένας οποιοσδήποτε κύκλος του G. Διακρίνουμε δύο πε-
ριπτώσεις. Η μία είναι ο κύκλος να μην τέμνει το D̂′, και η άλλη να τέμνει έναA ∈ D̂′.
Στην πρώτη περίπτωση, η κορυφή τουX που τέμνει τον C θα ανήκει και στοX ′. Στην
δεύτερη περίπτωση, επειδή το G[A] είναι δέντρο και NG(A) ⊆ Ẑ ∪ {v} και υπάρ-
χει ακριβώς μία ακμή μεταξύ A και v, τότε ο κύκλος C θα πρέπει να περνάει από μια
τουλάχιστον κορυφή του Ẑ, η οποία συμπεριλαμβάνεται στοX ′. Άρα ο κύκλος αυτός
χτυπάει το X ′ και άρα είναι σύνολο ανάδρασης κορυφών στο G. Τώρα μένει να φρά-
ξουμε το μέγεθος του X ′. Για οποιοδήποτε z ∈ Z, έστω Cz ο κύκλος που ξεκινάει
από τη v, περνάει από τη A1

z για να φτάσει στη z και πάει πίσω στη u μέσω της A2
z .

Η οικογένεια κύκλων {Cz : z ∈ Ẑ} είναι λουλούδι με πυρήνα τη v και πέταλο κάθε
Cz (αφού τα Az είναι ιδιωτικά). Επομένως, καθώς u 6∈ X , το X πρέπει να περιέχει
τουλάχιστον Ẑ κορυφές από το σύνολο Ẑ ∪ D̂′, οπότε |X ′| ≤ |X|.

Παρότι το παραπάνω λήμμα μας δείχνει ότι μπορεί να επιλεχθεί είτε η κορυφή v
είτε τα σύνολα της Ẑ στην λύση, υπάρχει και σε αυτήν την περίπτωση ένα πρόβλημα:
Αν θέλουμε έναν FPT αλγόριθμο, τότε η λύση του αλγόριθμου θα προχωρήσει αναδρο-
μικά και θα έχει μια διακλάδωση με δύο περιπτώσεις. Στη μία θα έχει την κορυφή v
στην λύση και στην άλλη θα έχει τα σύνολα της Ẑ. Στην περίπτωση όμως που κάνουμε
πυρηνοποίηση, πρέπει να διασφαλίσουμε πως όλες οι αναγωγές είναι εκτελέσιμες σε
πολυωνυμικό χρόνο. Ενώ θα μπορούσε να γίνει διαγραφή των συνόλων του D̂′ που πε-
ριέχουν τους κύκλους που συμμετέχουν η v και τα σύνολα της Ẑ, αυτό θα άλλαζε την
δομή του γραφήματος και δεν γνωρίζουμε αν παίζουν κάποιο ρόλο στους υπόλοιπους
κύκλους του γραφήματος. Συνεπώς, είναι πιο συνετό να αλλαχθεί η δομή των ακμών
στους κύκλους που προαναφέρθηκαν. Για να γίνει αυτό, θα χρειαστεί ο επόμενος κα-
νόνας αναγωγής:

9. Διαγράφουμε όλες τις ακμές μεταξύ v και ∪D̂′, και κάνουμε τη v γείτονα κάθε
κορυφής z ∈ Ẑ με διπλή ακμή. Έστω G′ το γράφημα που προκύπτει.
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Έχοντας εισάγει τον παραπάνω κανόνα αναγωγής, θα πρέπει να δειχθεί ότι δεν επηρεά-
ζει τη λύση στο πρόβλημα (δηλαδή ότι το σύνολο ανάδρασης κορυφών παραμένει ίδιο)
και ότι απλοποιεί το δοθέν γράφημα.

Σχήμα 2.7: Το γράφημα G′ μετά την εφαρμογή του κανόνα αναγωγής 9.

Λήμμα 2.17. Το ελάχιστο μέγεθος συνόλου ανάδρασης κορυφών στα G,G′ είναι το
ίδιο.

Απόδειξη. (⇒) ΈστωX ένα ελάχιστο σύνολο ανάδρασης κορυφών στοG. Γνωρίζουμε
ότι v ∈ X ή Ẑ ⊆ X . Επιπλέον G \ {v} = G′ \ {v}, αφού όλοι οι μετασχηματισμοί
που κάναμε αφορούσαν την κορυφή v και G′ \ Ẑ ⊆ G \ Ẑ. Άρα, G′ \X ⊆ G \X και
το X είναι σύνολο ανάδρασης κορυφών του G′.
(⇐) Έστω X ένα σύνολο ανάδρασης κορυφών του G′. Επειδή η κορυφή v είναι συν-
δεδεμένη με κάθε z ∈ Ẑ με διπλή ακμή, έχουμε ότι v ∈ X ή Ẑ ⊆ X . Στην πρώτη
περίπτωση έχουμε ότι G \ {v} = G′ \ {v} και άρα το X είναι σύνολο ανάδρασης κο-
ρυφών του G. Για την δεύτερη περίπτωση, κάθε κύκλος στο G \X πρέπει να περνάει
από μια ακμή που συνδέει τη v με ένα A ∈ D̂′. Κάθε τέτοιος κύκλος όμως θα πρέπει
να περνάει από μια κορυφή του Ẑ, άτοπο αφού Ẑ ⊆ X .

Αυτό που μένει να δειχθεί είναι ότι ο κανόνας αναγωγής 9 πράγματι απλοποιεί το
γράφημα ή το αφήνει ως έχει και αφετέρου ότι μπορεί να εφαρμοστεί για πολυωνυμικό
πλήθος επαναλήψεων.

Πρόταση 2.18. Ο κανόνας αναγωγής 9 απλοποιεί το δοθέν γράφημα.

Απόδειξη. Θεωρούμε τη συνάρτηση δυναμικού (potential function)ϕ(G) = 2|V (G)|+
|E¬2(G)|, όπου |E¬2(G)| το σύνολο όλων των βρόχων και των ακμών τουG εκτός των
διπλών ακμών. Θα δειχθεί ότι η συνάρτηση αυτή φθίνει όσο εφαρμόζονται κανόνες
αναγωγής στο G. Εκτός των κανόνων 4 και 9, για τους υπόλοιπους κανόνες η συνάρ-
τηση ϕ είτε φθίνει είτε μένει ως έχει, αφού πρόκειται για κανόνες που είτε αφαιρούν
κορυφές/ακμές από το γράφημα είτε αποφαίνονται για τη μη ύπαρξη συνόλου ανάδρα-
σης κορυφών. Για τον κανόνα 9, αφαιρείται ένα μη κενό σύνολο ακμών από τοG οπότε
η ποσότητα |E¬2(G)| ελαττώνεται ενώ παράλληλα οι διπλές ακμές που προστίθενται
στο G δεν προσμετρώνται κάπου. Για τον κανόνα 4, η περίπτωση που μας ενδιαφέρει
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είναι η σύνθλιψη μιας ακμής πολλαπλότητας 2. Έστω G′ το γράφημα που προκύπτει
μετά την εφαρμογή του κανόνα αναγωγής. Παρατηρούμε ότι προκύπτει ένας επιπλέον
βρόχος στοG′, αλλά θα έχει μια κορυφή λιγότερη, συνεπώς |E¬2(G

′)| = |E¬2(G)|−1
και |V (G′)| = |V (G)| − 1, άρα ϕ(G′) = ϕ(G) − 1, οπότε πράγματι το γράφημα πά-
ντα απλοποιείται μετά την εφαρμογή των κανόνων αναγωγής. Επιπλέον, επειδή η ϕ
εξαρτάται από τη δομή τουG, το πλήθος των αναγωγών που μπορούν να εφαρμοστούν
είναι πολυωνυμικό ως προς το μέγεθος του G.

2.4 Τετραγωνικός πυρήνας
Έχοντας αποδείξει όλα τα παραπάνω, μπορεί να δειχθεί ότι το Σύνολο Ανάδρασης

Κορυφών πράγματι έχει πυρήνα τετραγωνικού μεγέθους.

Θεώρημα 2.19. Υπάρχει τετραγωνικός πυρήνας για το Σύνολο Ανάδρασης Κορυφών.

Απόδειξη. Έστω (G, k) ένα ανηγμένο στιγμιότυπο για το ΣΑΚ. Έχει δειχθεί ότι και
οι 9 αυτοί κανόνες εκτελούνται σε πολυωνυμικό χρόνο και ότι πράγματι μειώνουν το
μέγεθους του στιγμιότυπού του ΣΑΚ. Επιπλέον, το ΣΑΚ έχει πυρήνα μεγέθους O(kd)
λόγω του κανόνα αναγωγής 6 και έχουμε θεωρήσει ότι d ≤ 7k. ΟπότεO(kd) = O(k2),
συνεπώς το ΣΑΚ έχει τετραγωνικό πυρήνα.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ3
ΠΥΡΗΝΑΣ ΓΙΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΟΜΕΝΑ ΓΡΑΦΗΜΑΤΑ

3.1 Εισαγωγή
Όπως αναφέρθηκε και στο πρώτο κεφάλαιο της παρούσας εργασίας, η εύρεση πυ-

ρήνα πολυωνυμικού μεγέθους για το κατευθυνόμενο ΣΑΚ παραμένει ανοιχτό πρό-
βλημα. Σε αυτό το κεφάλαιο θα δειχθεί ότι το κατευθυνόμενο ΣΑΚ με παράμετρο το
ΣΑΚ του αντίστοιχου μη κατευθυνόμενου γραφήματος έχει πυρήνα μεγέθους O(k4).
Το πρόβλημα ορίζεται ως εξής:
ΚΑΤΕΥΘΥΝΟΜΕΝΟ ΣΥΝΟΛΟ ΑΝΑΔΡΑΣΗΣ ΚΟΡΥΦΩΝ[ΣΥΝΟΛΟ ΑΝΑΔΡΑΣΗΣ ΚΟΡΥΦΩΝ]

• Είσοδος: Κατευθυνόμενο γράφημα G = (V,E), σύνολο ανάδρασης F για το
αντίστοιχο μη κατευθυνόμενο γράφημα και ακέραιος k.

• Παράμετρος: |F |.

• Ερώτηση: Υπάρχει ΣΑΚ για το G μεγέθους το πολύ k;

Η γενική ιδέα της απόδειξης είναι ότι αφού εφαρμόσουμε κάποιους κανόνες αναγωγής
στο γράφημα που μας δίνεται, μετράμε το πλήθος των κορυφών του γραφήματος που
έχουν βαθμό 0, 1, 2, ή ≥3 αντίστοιχα. Για να γίνει αυτό, θα γίνει χρήση εννοιών που
αφορούν (κορυφοδιακεκριμμένα) μονοπάτια, όπως έγινε και στην περίπτωση του πυ-
ρήνα για τα μη κατευθυνόμενα γραφήματα.

Με παρόμοιο τρόπο, μετρώντας τον αριθμό κορυφών ανάλογα με τον βαθμό τους,
μπορεί να αποδειχθεί ότι το απλό ΣΑΚ έχει πυρήναO(k3) στη γενική περίπτωση ([16]).

3.2 Ανάλυση του πυρήνα
Προτού δοθούν οι κανόνες αναγωγής που θα οδηγήσουν στην ύπαρξη πυρήνα μεγέ-

θους k4, αναφέρονται τα εξής: Θα συμβολίζεται ωςD το αντίστοιχο μη κατευθυνόμενο
γράφημα που έχει προκύψει από ένα κατευθυνόμενο γράφημαD, ενώ θα συμβολίζεται
ως S ένα ΣΑΚ για το D που έχει προκύψει από τον 2-προσεγγιστικό αλγόριθμο που
αναφέρθηκε στο 1ο κεφάλαιο. Προφανώς ισχύει ότι |S| ≤ 2k. Επίσης συμβολίζουμε
με N+(l) μιας κορυφής l ∈ D τους έξω-γείτονές της (out-degree). Αντίστοιχα συμβο-
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λίζουμε μεN−(l) τους έσω-γείτονες (in-degree). Οι πρώτοι κανόνες αναγωγής είναι οι
παρακάτω:

1. Αφαιρούμε όλες τις πηγές και τους προορισμούς από το D.

2. ΑνN+(l) = {p} ήN−(l) = {p}, για κάποια κορυφή l ∈ D, κάνουμε σύνθλιψη
του τόξου αυτού και ονομάζουμε l∗ την κορυφή που προκύπτει.

3. Έστω u, v ∈ S, όχι απαραίτητα διαφορετικές, για τις οποίες υπάρχουν τουλάχι-
στον k + 1 κορυφοδιακεκριμμένα u− v μονοπάτια στο S. Τότε:
Αν u 6= v και (u, v) 6∈ E(D), προσθέτουμε τόξο από την u στην v, ενώ αν u = v,
έχουμε βρόχο και άρα διαγράφουμε την u και μειώνουμε την παράμετρο κατά 1.

Ο πρώτος κανόνας είναι προφανώς ορθός γιατί καμία κορυφή που έχει τόξα μόνο από
ή προς αυτήν δεν γίνεται να συνεισφέρει σε κύκλο, ενώ αν μια κορυφή έχει μόνο έναν
γείτονα ή θα ανήκουν και οι δύο κορυφές σε κύκλο ή καμία. Ο τρίτος κανόνας είναι
πιο σύνθετος και χρειάζεται απόδειξη.

Απόδειξη κανόνα 3. Έστω u, v ∈ S, και έστω D′ το γράφημα που προκύπτει μετά
την εφαρμογή του κανόνα αναγωγής 3. Αν u = v προφανώς η κορυφή αυτή πρέπει να
αφαιρεθεί από τοD για να είναι άκυκλο, οπότε ο κανόνας ισχύει τετριμμένα. Αν u 6= v,
θα δείξουμε ότι ένα σύνολο S′ είναι ΣΑΚ μεγέθους το πολύ k για τοD αν και μόνο αν
είναι και για το D′. Το αντίστροφο είναι προφανές αφού το D είναι υπογράφημα του
D′. Για το ευθύ, έστω ότι το S′ δεν είναι ΣΑΚ στο D′ αλλά είναι για το D, και άρα
τοD′ \ S′ θα έχει κύκλο, έστω C, ο οποίος περιέχει το τόξο (u, v). Εφόσον C κύκλος
και εφόσον περιέχει το τόξο (u, v), σημαίνει ότι υπάρχει μονοπάτι από την v στην u.
Παράλληλα όμως υπάρχουν τουλάχιστον k+1 κορυφοδιακεκριμμένα μονοπάτια u−v
στο S και |S′| ≤ k, άρα θα υπάρχει τουλάχιστον ένα μονοπάτι u−v στοD \S′, άτοπο
αφού έχουμε υποθέσει ότι το S′ είναι ΣΑΚ για το D.

Σχήμα 3.1: Ο κύκλος στην απόδειξη του κανόνα αναγωγής 3.

Στη συνέχεια, θα χρειαστούμε τον παρακάτω ορισμό.

Ορισμός 3.1. Έστω u, v ένα διατεταγμένο ζεύγος κορυφών του S.

• Αν u 6= v, θα λέμε το τόξο (u, v) τόξο δυναμικού (potential arc) στο D[S].

• Αν u 6= v και (u, v) 6∈ D τότε λέμε το (u, v) όχι-τόξο (non-arc).

• Αν u = v τότε λέμε το (u, v) βρόχο.

• Θα λέμε ότι μια κορυφή v ∈ D \ S συνεισφέρει σε ένα τόξο δυναμικού ή βρόχο
αν (u, v) ∈ E(D) και (v, w) ∈ E(D).
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Σχήμα 3.2: Κορυφή v που συνεισφέρει σε τόξο (u,w).

Παρατήρηση 3.2. Λόγω του κανόνα αναγωγής 3, υπάρχουν το πολύ k κορυφοδιακε-
κριμμένα u − v μονοπάτια στο D, είτε αν u = v είτε αν u 6= v. Συνεπώς για κάθε
όχι-τόξο ή βρόχο υπάρχουν το πολύ k κορυφές που συνεισφέρουν στο τόξο (u, v). Επι-

πλέον αφού το S έχει το πολύ 2

(
k

2

)
= k(k − 1) ζεύγη κορυφών, υπάρχουν το πολύ

k2(k− 1) κορυφές στοD \ S που συνεισφέρουν σε όχι-τόξο τουD[S] και το πολύ k2
κορυφές στο D \ S που συνεισφέρουν σε βρόχο του D[S].

Έστω A = D \ S και έστω Ai το σύνολο των κορυφών βαθμού i. Αυτό που θα
γίνει παρακάτω είναι ότι θα βρεθεί ένα άνω φράγμα στο πλήθος των κορυφών βαθμού
0, 1, 2,≥ 3. Η μεθοδολογία απόδειξης είναι η ίδια παντού, θα υποθέτουμε ότι δεν υπάρ-
χει κύκλος στο D \ S′ (όπου S′ ΣΑΚ μεγέθους το πολύ k) αλλά υπάρχει κύκλος στο
D \ S και θα καταλήγουμε σε άτοπο τροποποιώντας αυτόν τον κύκλο. Δεδομένου ότι
έχουμε ήδη ένα άνω φράγμα για τις κορυφές βαθμού 0 που συνεισφέρουν σε βρόχους
του D[S], έστω A′

0 οι υπόλοιπες κορυφές του A0, για το πλήθος των οποίων θα δει-
χθεί ένα άνω φράγμα παρακάτω. Για να γίνει αυτό, θα χρειαστεί ο παρακάτω κανόνας
αναγωγής:

4. Αν v ∈ A′
0 δεν συνεισφέρει σε όχι-τόξο του D[S], διαγράφουμε την v.

Απόδειξη κανόνα 4. Έστω D′ το γράφημα που προκύπτει μετά την εφαρμογή του κα-
νόνα αναγωγής 4. Θα δειχθεί ότι S′ ΣΑΚ στο D αν και μόνο αν S′ ΣΑΚ στο D′. Το
ευθύ είναι προφανές αφού το D′ είναι υπογράφημα του D. Για το αντίστροφο έστω
ότι το S′ είναι ΣΑΚ μεγέθους το πολύ k για τοD′ αλλά όχι για τοD. Τότε θα υπάρχει
κύκλος C στο D \ S′ ο οποίος περιέχει την v και δύο τόξα (s, v), (v, s′) για s, s′ ∈ S.
Αφού η v δεν συνεισφέρει σε όχι-τόξο τουD[S], εξ ορισμού τοD έχει τόξο (s, s′) και
άρα στον κύκλο C αντικαθιστούμε το μονοπάτι (s, v, s′) με το τόξο (s, s′), άρα έχουμε
κύκλο στο D′ \ S′, άτοπο.

Σχήμα 3.3: Ο κύκλος στην απόδειξη του κανόνα αναγωγής 4.
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Παρατήρηση 3.3. Κάθε κορυφή του A′
0 συνεισφέρει σε όχι-τόξο του D[S], συνεπώς

|A′
0| ≤ k2(k − 1) λόγω της παρατήρησης 3.2.

Παρακάτω, θα δοθεί ένα άνω φράγμα για τις κορυφές του A1. Όπως και για το A0,
θα ασχοληθούμε με κορυφές που δεν συνεισφέρουν σε βρόχους. Έστω A′

1 το σύνολο
αυτών των κορυφών. Λόγω της παρατήρησης 3.2 κάθε κορυφή του D έχει τουλάχι-
στον μια γειτονική κορυφή από και προς αυτήν και αφού δεν συνεισφέρει σε βρόχους,
έχει τουλάχιστον μια γειτονική κορυφή από και προς το S, με τις κορυφές αυτές να
είναι διαφορετικές. Για να βρεθεί ένα άνω φράγμα του πλήθος των κορυφών τουA′

1 θα
χρειαστεί ο παρακάτω κανόνας αναγωγής:

5. Αν μια κορυφή l ∈ A′
1 δεν συνεισφέρει σε όχι-τόξο του D[S] τότε, αν η l είναι

πηγή (αντίστοιχα προορισμός) στοD \S τότε διαγράφουμε όλα τα τόξα από την
l στο S (αντίστοιχα από το S στην l).

Απόδειξη κανόνα 5. Θα δειχθεί μόνο η μία περίπτωση, καθώς είναι εντελώς αντίστοιχη
με την άλλη. Έστω D′ το γράφημα που προκύπτει μετά την εφαρμογή του κανόνα
αναγωγής 5. Θα δειχθεί ότι S′ είναι ΣΑΚ μεγέθους το πολύ k για το D αν και μόνο
αν είναι και για το D′. Το ευθύ είναι προφανές αφού το D′ είναι υπογράφημα του D.
Για το αντίστροφο, έστω ότι το S′ είναι ΣΑΚ για το D′ αλλά όχι για το D. Συνεπώς,
υπάρχει κύκλος C στο D \ S′ ο οποίος περιέχει τουλάχιστον ένα τόξο από την l σε
μια κορυφή του S, έστω s′. Η l έχει εισερχόμενα τόξα μόνο από το S, οπότε ο κύκλος
θα έχει μια ακμή από μια κορυφή s στην l. Ωστόσο η l δεν συνεισφέρει σε όχι-τόξα
τουD[S] και άρα (s, s′) ∈ E(D). Συνεπώς, το μονοπάτι (s′, s) του C μαζί με το τόξο
(s, s′) δημιουργούν κύκλο στο D′ \ S′, άτοπο.

Σχήμα 3.4: Σχήμα για τον κανόνα αναγωγής 5. Με κόκκινο τα προς διαγραφή τόξα.

Παρατήρηση 3.4. Κάθε κορυφή τουA′
1 συνεισφέρει σε όχι-τόξο τουD[S], άρα |A′

1| ≤
k2(k − 1).

Δεδομένου ότι το D \ S είναι δάσος και επειδή ο αριθμός των κορυφών βαθμού
τουλάχιστον 3 σε ένα δάσος είναι το πολύ όσα τα φύλλα του -2, προκύπτει το εξής.

Παρατήρηση 3.5. Ισχύει ότι |A≥3| ≤ k2(k − 1) + k2 − 2 = k3 − 2.
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Έχοντας φράξει το πλήθος των κορυφών βαθμού 0, 1, και ≥ 3 το μόνο που μένει
είναι το φράγμα για τις κορυφές βαθμού 2.

Ορισμός 3.6. Έστω v ∈ A2. Θα λέμε την v πηγή (προορισμό) αν τα δύο τόξα του
D \ S που είναι γειτονικά στη v είναι και τα δύο τόξα από (προς) την v. Αλλιώς, θα
λέμε την v ισορροπημένη κορυφή.

Παρατηρούμε ότι λόγω της 3.2, κάθε ισορροπημένη κορυφή στο D \ S έχει του-
λάχιστον έναν γείτονα στο S, αφού διαφορετικά θα μπορούσε να γίνει εφαρμογή του
κανόνα αναγωγής 2. Επιπλεόν, το ίδιο ισχύει και για τις κορυφές που είναι πηγές ή
προορισμούς, καθώς θα μπορούσε να γίνει εφαρμογή του κανόνα αναγωγής 1. Αυτό
μας οδηγεί στην παρακάτω παρατήρηση:

Παρατήρηση 3.7. Λόγω της 3.2, κάθε κορυφή στο A2 έχει τουλάχιστον έναν γείτονα
στο S.

Ορισμός 3.8. Έστω P = (v1, v2, . . . , vr−1, vr) ένα μεγιστικό μονοπάτι στο D \ S
για το οποίο οι κορυφές (v2, . . . , vr−1) (εσωτερικές κορυφές του P ) ανήκουν στο A2.
Τότε θα λέμε ότι το P είναι τμήμα μονοπατιού (path segment) στοD \ S. Αν επιπλέον
ένα τουλάχιστον από τα άκρα του δεν ανήκουν στο A2 θα το λέμε εξωτερικό τμήμα
μονοπατιού (outer path segment), ενώ θα το λέμε εσωτερικό τμήμα μονοπατιού (inner
path segment) σε αντίθετη περίπτωση.

Αυτό που θα γίνει παρακάτω είναι ότι με κατάλληλες αναγωγές, θα δοθεί ένα φράγμα
για τον αριθμό τμημάτων μονοπατιού στοD \S. Θα συμβολίζουμε ως ps(G), ops(G),
ips(G) τα τμήματα/εξωτερικά τμήματα/εσωτερικά τμήματα μονοπατιού σε ένα γρά-
φημα G αντίστοιχα.

Πόρισμα 3.9. Έστω G το γράφημα που προκύπτει αν από τοD διαγράψουμε τις κορυ-
φές του S και κατόπιν κάνουμε σύνθλιψη όσες ακμές είναι γειτονικές με τουλάχιστον
μία κορυφή βαθμού 2. Παρατηρούμε ότι ο αριθμός των εξωτερικών τμημάτων μονο-
πατιού στο D \ S είναι το πολύ διπλάσιος των ακμών του G, αφού για κάθε ακμή του
G ή το ένα ή και τα δύο του άκρα θα ανήκουν στο A2. Άρα |ops(D \ S)| ≤ 2|E(G)|.
Επιπλέον, αφού το G είναι δάσος χωρίς κορυφές βαθμού 2, ισχύει εξ ορισμού ότι ο
αριθμός των ακμών του είναι ίσος με τον αριθμό των φύλλων του συν των αριθμό των
όχι-φύλλων στο G μείον 1 (αφού κάθε κορυφή του G είτε είναι είτε δεν είναι φύλλο),
άρα, |ops(D \ S)| ≤ 2|E(G)| = 2(|A′

1|+ |A≥3| − 1) = 4k3 − 2k2 − 6.

Ορισμός 3.10. Θα λέμε ότι ένα τμήμα μονοπατιού P = (v1, v2, . . . , vr−1, vr) συ-
νεισφέρει σε ένα τόξο (s, s′) του D[S] αν υπάρχουν i, j με 1 ≤ i ≤ j ≤ r για τα
οποία τα τόξα (s, vi), (vj , s

′) ∈ E(D). Αντίστοιχα για βρόχο αν υπάρχουν τα τόξα
(s, vi), (vj , s).

6. Αν ένα εσωτερικό τμήμα μονοπατιού δεν συνεισφέρει σε όχι-τόξο ή βρόχο του
D[S] διαγράφουμε όλες τις εσωτερικές του κορυφές.

Απόδειξη κανόνα 6. ΈστωP το μονοπάτι και έστωD′ το γράφημα που προκύπτει μετά
την εφαρμογή του κανόνα αναγωγής 6. Θα δειχθεί ότι ένα S′ είναι ΣΑΚ για το D αν
και μόνο αν είναι και για τοD′. Το ευθύ είναι προφανές, αφού τοD′ είναι υπογράφημα
τουD. Για το αντίστροφο, έστω ότι το S′ είναι ΣΑΚ μεγέθους το πολύ k για τοD′ αλλά
όχι για τοD. Συνεπώς, θα υπάρχει κύκλος C στοD \S′ ο οποίος περιέχει τουλάχιστον
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μία εσωτερική κορυφή του P . Το μονοπάτι P μπορεί διατρεχθεί από τον κύκλοC μόνο
μέσω κορυφών του S (αφού το P είναι μεγιστικό και ανήκει στοD \S) οπότε υπάρχει
μονοπάτι του C που μπαίνει στο P από μια κορυφή s και βγαίνει από μια κορυφή s′, οι
οποίες είναι διαφορετικές μεταξύ τους αφού το P δεν συνεισφέρει σε όχι-τόξο ή βρόχο.
Συνεπώς η διαδρομή (s, . . . , s′) στο μονοπάτι P μπορεί να αντικατασταθεί από το τόξο
(s, s′), και άρα υπάρχει κύκλος στο D′ \ S′, άτοπο.

Σχήμα 3.5: Ο κύκλος στην απόδειξη του κανόνα αναγωγής 6.

Παρατήρηση 3.11. Κάθε εσωτερικό τμήμα μονοπατιού συνεισφέρει τουλάχιστον σε
ένα όχι-τόξο ή βρόχο του D[S].

Γνωρίζουμε ότι κάθε ζεύγος από εσωτερικά τμήματα μονοπατιού που συνεισφέ-
ρουν σε όχι-τόξο ή βρόχο (s, s′) στο D[S] συνεισφέρουν και στον αριθμό από διακε-
κριμμένα μονοπάτια μεταξύ των κορυφών s, s′ στο D κατά τουλάχιστον 1. Επιπλέον,
από παρατήρηση 3.2 έχουμε τουλάχιστον k+ k = 2k εσωτερικά τμήματα μονοπατιού
που συνεισφέρουν στο (s, s′). Αφού το S έχει το πολύ k κορυφές και το πολύ k(k− 1)
διατεταγμένα ζεύγη κορυφών οπότε υπάρχουν το πολύ 2k2(k − 1) + 2k2 εσωτερικά
τμήματα μονοπατιού στοD \ S, δηλαδή ισχύει ότι |ips(D \ S)| ≤ 2k2(k − 1) + 2k2.

Παρατήρηση 3.12. Από τα παραπάνω, |ps(D \S)| = |ips(D \S)|+ |ops(D \S)| ≤
6k3 − 2k2 − 6.

Ορισμός 3.13. Έστω s ∈ S και P = (v1, . . . , vr) ένα κατευθυνόμενο μονοπάτι στο
D \ S για το οποίο οι εσωτερικές του κορυφές ανήκουν στο A2 και ισχύουν τα εξής:

• (s, v1) ∈ E(D) και (s, vr) ∈ E(D) και η v1 είναι ισορροπημένη κορυφή στο
A2

• για κάθε i με 1 < i < r ισχύει ότι (s, vi) 6∈ E(D).

Τότε το P ονομάζεται έξω-τμήμα (out-segment) για την s. Επιπλέον θα λέμε ότι το P
συνεισφέρει σε όχι-τόξο ή βρόχο (s, s′) στο D[S] αν υπάρχει 1 ≤ i < r τέτοιο ώστε
(vi, s

′) ∈ E(D) για κάποιο s′ ∈ S.

7. Έστω s ∈ S και P = (v1, . . . , vr) ένα έξω-τμήμα για την s. Αν το P δεν συνει-
σφέρει σε όχι-τόξο ή βρόχο του D[S], διαγράφουμε το τόξο (s, v1).

Απόδειξη κανόνα 7. Έστω D′ το γράφημα που προκύπτει μετά την εφαρμογή του κα-
νόνα αναγωγής 7. Θα δειχθεί ότι ένα S′ είναι ΣΑΚ για το D αν και μόνο αν είναι και
για τοD′. Το ευθύ προφανώς ισχύει αφού τοD′ είναι υπογράφημα τουD. Για το αντί-
στροφο, έστω ότι στο S′ είναι ΣΑΚ μεγέθους το πολύ k για το D′ αλλά όχι για το
D. Τότε υπάρχει κύκλος στο D \ S′ ο οποίος περιέχει το τόξο (s, v1). Διακρίνουμε
περιπτώσεις για την πορεία του κύκλου μετά την κορυφή v1.
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Περ. 1 Ο κύκλος φτάνει στην s, διανύει το P μέχρι μια κορυφή vi με 1 ≤ i < r. Τότε
ο κύκλος αυτός διανύει το P από την v1 μέχρι μια vi και κατόπιν πάει σε μια
κορυφή s′ ∈ S. Το P δεν συνεισφέρει σε όχι-τόξο ή βρόχο οπότε s 6= s′ και άρα
αντικαθιστούμε το μονοπάτι (s, v1, . . . , vi, s′) με το τόξο (s, s′) και καταλήγουμε
σε άτοπο.

Περ. 2 Ο κύκλος διανύει όλο το P . Σε αυτήν την περίπτωση, αντίστοιχα με την προη-
γούμενη, αντικαθιστούμε το μονοπάτι (s, v1, . . . , vr, s′) με το τόξο (s, s′) και
καταλήγουμε σε άτοπο.

Παρατήρηση 3.14. Για κάθε s ∈ S, υπάρχουν το πολύ k2 έξω-τμήματα για την s.

Απόδειξη. Λόγω του κανόνα 7, κάθε έξω-τμήμα συνεισφέρει σε τουλάχιστον ένα όχι-
τόξο ή βροχο τουD[S]. Επιπλέον, κάθε έξω-τμήμα του s που συνεισφέρει σε όχι-τόξο
ή βρόχο, συνεισφέρει και κατά 1 στον αριθμό των εσωτερικώς κορυφοδιακεκριμμένων
μονοπατιών s − s′. Επίσης, λόγω της παρατήρησης 3.2 το πολύ k έξω-τμήματα του
s στο D \ S συνεισφέρουν στο (s, s′). Επιπλέον, κάθε κορυφή s περιέχεται το πολύ
σε ένα βρόχο (για την ίδια την s) ή σε το πολύ k − 1 (για s′ 6= s) όχι-τόξα του D[S],
συνεπώς υπάρχουν το πολύ k(k − 1) + k = k2 έξω-τμήματα για την s.

Παρατήρηση 3.15. Ισχύει ότι |A2| ≤ 12k4 − 2k3 − 12k.

Απόδειξη. Αρχικά, παρατηρούμε ότι κάθε κορυφή τουA2 βρίσκεται σε τμήμα μονοπα-
τιού. Επιπλέον, κάθε έξω-γείτονας μιας κορυφης s σε ένα τμήμα μονοπατιού μπορεί να
συσχετιστεί είτε με το ίδιο το τμήμα μονοπατιού αν ο γείτονας είναι μοναδικός ή με ένα
έξω-τμήμα αν υπάρχουν παραπάνω από ένας έξω-γείτονες από την s προς ένα τμήμα
μονοπατιού. Συνεπώς, ο αριθμός των έξω-γειτόνων της s στο A2 είναι το πολύ ο αριθ-
μός των τμημάτων μονοπατιών συν τον αριθμό των έξω-τμημάτων για την s. Συνεπώς,
η έξω γειτονιά μιας κορυφής s έχει το πολύ 6k2(k−1)+4k2−6+k2 = 6k3−k2−6
κορυφές. Το ίδιο ισχύει και για την έσω-γειτονιά λόγω συμμετρικότητας, αφού οι κο-
ρυφές του A2 είναι ισορροπημένες. Τέλος, για όλο το s το άνω φράγμα στο πλήθος
γειτόνων με την A2 είναι 2k(6k3 − k2 − 6) = 12k4 − 2k3 − 12k.

Έχοντας δείξει όλα τα παραπάνω, φτάνουμε στο τελικό αποτέλεσμα.

Θεώρημα 3.16. Το πρόβλημαΚΑΤΕΥΘΥΝΟΜΕΝΟΣΥΝΟΛΟΑΝΑΔΡΑΣΗΣΚΟΡΥΦΩΝ[ΣΥΝΟΛΟ
ΑΝΑΔΡΑΣΗΣ ΚΟΡΥΦΩΝ] επιδέχεται πυρήνα μεγέθους O(k4).

Απόδειξη. Έχοντας φράξει πλέον τον αριθμό των κορυφών βαθμού 0, 1, 2,≥ 3, παρα-
τηρούμε ότι ο πυρήνας έχει μέγεθος k2+|A′

0|+|A′
1|+|A2|+|A≥3|+|S| = O(k4).
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ4
ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ ΓΙΑ ΜΗ ΚΑΤΕΥΘΥΝΟΜΕΝΑ

ΓΡΑΦΗΜΑΤΑ

4.1 Ορισμοί

Σε αυτό το κεφάλαιο θα μελετηθεί ένας FPT αλγόριθμος([18]) για την εξής παραλ-
λαγή του ΣΑΚ:
ΣΥΝΟΛΟ ΑΝΑΔΡΑΣΗΣ ΚΟΡΥΦΩΝ

• Είσοδος: Πολυγράφημα G = (V,E), χωρίς κατευθύνσεις, σύνολο F ⊆ V από
κορυφές που δεν μπορούμε να διαγράψουμε και ένας ακέραιος k.

• Παράμετρος: k.

• Ερώτηση: Υπάρχει σύνολο X ⊆ V \ F , με |X| ≤ k για το οποίο όταν όλες
οι κορυφές του X και οι προσπίπτουσες ακμές τους διαγραφούν από το G, το
γράφημα που απομένει να είναι άκυκλο;

Για το παρόν κεφάλαιο, ορίζουμε d(u) := |N(u)| και D = max
v∈V \F

d(v).

4.2 Αλγόριθμος και συνάρτηση δυναμικού

Κάποιοι από τους κανόνες αναγωγής που παρουσιάστηκαν στο προηγούμενο κεφά-
λαιο βρίσκουν εφαρμογή και για την δημιουργία FPT αλγορίθμων για το ΣΑΚ. Έχουμε
τους εξής κανόνες αναγωγής:

1. Αφαιρούμε κάθε κορυφή βαθμού 0 ή 1.

2. Αν υπάρχει κορυφή u 6∈ F για την οποία G[F ∪ {u}] περιέχει κύκλο, διαγρά-
φουμε την u και μειώνουμε την παράμετρο k κατά 1.

3. Αν υπάρχει κορυφή v βαθμού 2, κάνουμε διάλυση της v.
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4. Για κάθε ακμή με πολλαπλότητα μεγαλύτερη από 2, αφαιρούμε όσες ακμές
χρειάζεται ώστε να έχει πολλαπλότητα ακριβώς 2.

5. Αν υπάρχει κορυφή u 6∈ F γειτονική με διπλή ακμή uw με d(w) ≤ 3, διαγρά-
φουμε τη u και μειώνουμε την παράμετρο k κατά 1.

6. Αν D ≤ 3, κάνουμε αναγωγή το πρόβλημά μας στο ταίριασμα μητροειδών
(matroid matching) και το λύνουμε σε πολυωνυμικό χρόνο [5].

7. (Κανόνας κλαδέματος) Αν k < 0 ή kD−
∑

v∈F (d(v)− 2) < 0, τότε έχουμε να
κάνουμε με αρνητικό στιγμιότυπο.

8. (Κανόνας διακλάδωσης) Διαλέγουμε μια κορυφή u ∈ V \ F μεγίστου βαθμού
D. Θέτουμε U := N(u)∩F και έστωG′ το γράφημα που προκύπτει αν συνθλί-
ψουμε το σύνολοU∪{u} σε μία κορυφή, έστω u′. Τότε, έχουμε δύο περιπτώσεις:
(G− u, F, k − 1) και (G′, F − U + u′, k).

Συνεπώς, ο αλγόριθμος για την επίλυση του ΣΑΚ σε ένα ανηγμένο στιγμιότυπο βασίζε-
ται στον κανόνα κλαδέματος και στον κανόνα διακλάδωσης και άρα η πολυπλοκότητά
του εξαρτάται άμεσα από αυτούς τους δύο κανόνες. Όσον αφορά τον κανόνα αναγω-
γής 6 και τα μητροειδή, στο θεώρημα 6 της εργασίας [21] παρουσιάζεται μια σύντομη
απόδειξη που συνδέει τα μητροειδή με το ΣΑΚ. Η ορθότητα των κανόνων 1, 3 και 4
αναλύεται στο προηγούμενο κεφάλαιο ενώ η ορθότητα των κανόνων 2, 6 και 8 είναι
προφανής. Για τον κανόνα 5, αφού η uw είναι διπλή ακμή κάθε ΣΑΚ θα πρέπει να
περιέχει τουλάχιστον τη μία από τις δύο. Η w όμως έχει το πολύ άλλη μία γειτονική
κορυφή εκτός της u, άρα κάθε κύκλος που περιέχει την w περιέχει και την u. Άρα,
πάντα υπάρχει ένα ελάχιστο ΣΑΚ που περιέχει τη u.

Παρατήρηση 4.1. Mετά την εφαρμογή και του κανόνα αναγωγής 5, τοG έχει ελάχιστο
βαθμό 3, δεν έχει διπλές ακμές γειτονικές στις κορυφές του συνόλου F και επιπλεόν,
για κάθε κορυφή u 6∈ F , το G− u έχει ελάχιστο βαθμό 2, ενώ D ≥ 4.

Μένει να επιχειρηματολογήσουμε για τον κανόνα του κλαδέματος. Έχουμε τα εξής:

Λήμμα 4.2. Αν τοG έχει ελάχιστο βαθμό 2 και ισχύει ότι kD−
∑

v∈F (d(v)−2) < 0,
τότε δεν υπάρχει ΣΑΚ μεγέθους το πολύ k.

Απόδειξη. Θα δειχθεί το αντίθετο. Έστω S ένα τέτοιο ΣΑΚ. Τότε,

kD −
∑
v∈F

(d(v)− 2) ≥
∑
v∈S

d(v)−
∑

v∈V \S

(d(v)− 2)

=
∑
v∈S

d(v)−
∑

v∈V \S

d(v) + 2|V \ S|

= 2|E(S)| − 2|E(V \ S)|+ 2|V \ S|
≥ −2|E(V \ S)|+ 2|V \ S|
≥ 0,

αφού V \ S είναι δάσος, και άρα το λήμμα ισχύει.

Λήμμα 4.3. Έστω v1, v2, . . . οι κορυφές εκτός του συνόλου V \F σε μη-αύξουσα σειρά
των βαθμών τους στο G. Αν το G έχει ελάχιστο βαθμό 2 και kd(v1)−

∑
v∈F (d(v)−

2) < 0, τότε |E| −
∑k

i=1 d(vi) ≥ |V | − k.
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Απόδειξη. Έστω S = {v1, . . . , vk} και έστω kd(v1)−
∑

v∈F (d(v)− 2) < 0. Τότε,

2

(
|V | − k − |E|+

∑
v∈S

d(v)

)
=
∑
v∈S

d(v)−

(
2|E| −

∑
v∈S

d(v)− 2(|V | − k)

)

=
∑
v∈S

d(v)−

(∑
v∈V

d(v)−
∑
v∈S

d(v)− 2(|V | − k)

)
=
∑
v∈S

d(v)−
∑

v∈V \S

(d(v)− 2)

≤ kd(v1)−
∑
v∈F

(d(v)− 2)

< 0.

Για να συνεχιστεί η ανάλυση του αλγορίθμου, θα πρέπει να οριστούν κάποιες πα-
ράμετροι που θα βοηθήσουν στη συνέχεια. Έστω 0 ≤ a ≤ 1 και βd που ικανοποιούν
την συνθήκη 0 = β0 = β1 = β2 ≤ β3 ≤ . . ..

Ορισμός 4.4. Ορίζουμε µ(G,F, k) := k − a
D

∑
v∈F (d(v) − 2) +

∑
v∈F βd(v) με

αρχική συνθήκη µ(G, ∅, k) = k.

Η µ είναι συνάρτηση δυναμικού, όπως η συνάρτηση ϕ στο προηγούμενο κεφάλαιο.
Παρατηρούμε ότι όταν F = ∅ η συνάρτηση δυναμικού και η παράμετρος του προβλή-
ματος ταυτίζονται.

Λήμμα 4.5. Μετά την εφαρμογή του κανόνα κλαδέματος, έχουμε ότι µ(G,F, k) ≥ 0.

Απόδειξη. Πράγματι, έχουμε ότι:

µ(G,F, k) = k − a

D

∑
v∈F

(d(v)− 2) +
∑
v∈F

βd(v)

= k − ak + ak − a

D

∑
v∈F

(d(v)− 2) +
∑
v∈F

βd(v)

= (1− a)k +
a

D

(
kD −

∑
v∈F

(d(v)− 2)

)
+
∑
v∈F

βd(v)

≥ 0.

Συνεπώς ισχύει ότι µ(G,F, k) ≥ 0.

Λήμμα 4.6. H εφαρμογή των κανόνων αναγωγής δεν αυξάνει την τιμή της συνάρτησης
µ.

Απόδειξη. Οι ενδιαφέρουσες περιπτώσεις αφορούν αφενός τις αναγωγές 1, 2 και 5 και
αφετέρου την αναγωγή 8.
Διαγράφοντας μια ακμή uw για την οποία ισχύει ότι u 6∈ F και w ∈ F , η µ μειώνεται
κατά a

D − (βd(w) − βd(w)−1) ≤ a
D ≤ 1

D . Επιπλέον, κατά την εφαρμογή των κανόνων
αναγωγής, ο αριθμός των διαγραφών είναι το πολύ D (όσο είναι δηλαδή ο μέγιστος
βαθμός στο G). Η παράμετρος k μειώνεται κατά 1, συνεπώς η µ μειώνεται κατά −1+
D 1

D ≤ 0. Όσον αφορά τον κανόνα διακλάδωσης, έστω f := |U | και d := {d1, . . . , df}

29



4.3. ΑΝΑΛΥΣΗ ΤΟΥ ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΥ

το πολυσύνολο των βαθμών των κορυφών του U . Για την κορυφή u′ ισχύει ότι d′ :=
D +

∑f
i=1(di − 2) (αφαιρούμε 2 γιατί έχουμε διπλομετρήσει τις ακμές μεταξύ u και

F που δεν υπάρχουν πλέον λόγω της σύνθλιψης). Έχουμε ότι

∆1(D, d) = µ(G,F, k)− µ(G− u, F, k − 1)

= 1− f
a

D
+

f∑
i=1

(βdi
− βdi−1)

Επιπλέον,

∆2(D, d) = µ(G,F, k)− µ(G′, F − U + u′, k)

= − a

D

(
f∑

i=1

(di − 2)− (d′ − 2)

)
+

f∑
i=1

βdi − βd′

= a− 2
a

D
+

f∑
i=1

bdi − βd′

Αν c−∆1(D,d) + c−∆2(D,d) ≤ 1 ισχύει για οποιοδήποτε (D, d) για κάποιο c > 1, ο
χρόνος του αλγορίθμου είναιO∗(ck). Παρακάτω θα δειχθεί ότι η καλύτερη τιμή για το
c είναι c = 3.460.

4.3 Ανάλυση του αλγορίθμου
Για την υλοποίηση του αλγορίθμου, θα δοθούν συγκεκριμένες τιμές για τις διάφο-

ρες παραμέτρους του προβλήματος. Αν τεθεί a = log4 8
3 ∼ 0.7075, βd = 1

2 log4
3
2 για

κάθε d ≥ 3 και c = 4, τότε ισχύει ότι D ≥ 4 και

c−∆1(D,d) ≤ 4−1+ f
D log4 8

3 ≤ 1

4
min

(
8

3
,

(
8

3

) f
4

)
,

c−∆2(D,d) ≤ 4(
2
D−1) log4 8

3+(1−f) 1
2 log4 3

2 ≤
(
3

8

) 1
2
(
3

2

) 1−f
2

.

Επιπλέον, παρατηρούμε ότι,

c−∆1(D,d) + c−∆2(D,d) ≤



1

4
+

(
3

8

)1/2(
3

2

)1/2

= 1 (f = 0),

1

4

(
8

3

)1/4

+

(
3

8

)1/2

< 0.932 (f = 1),

1

4

(
8

3

)2/4

+

(
3

8

)1/2(
2

3

)1/2

< 0.909 (f = 2),

1

4

(
8

3

)3/4

+

(
3

8

)1/2(
2

3

)
< 0.930 (f = 3),

1

4

(
8

3

)
+

(
3

8

)1/2(
2

3

)1/2

= 1 (f ≥ 4).

Από τα παραπάνω προκύπτει ότι c−∆1(D,d) + c−∆2(D,d) ≤ 1.
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Παρατήρηση 4.7. Παρατηρούμε επίσης ότι, αφού για f ≥ 4 η τιμή του αθροίσμα-
τος c−∆1(D,d) + c−∆2(D,d) εξαρτάται μόνο από την τιμή της

(
3
2

) 1−f
2 =

(
2
3

) f−1
2 , οι

μοναδικές τιμές για τις οποίες c−∆1(D,d) + c−∆2(D,d) = 1 είναι αν f = 0 ή αν f = 4.

Με βάση τις παρακάτω τιμές: α = 0.922863, c = 3.460 και
b1 = 0.000000, b2 = 0.000000, b3 = 0.114038, b4 = 0.186479, b5 = 0.238143,
b6 = 0.277239, b7 = 0.308030, b8 = 0.332974, b9 = 0.353536, b10 = 0.370540,
b11 = 0.384771, b12 = 0.396884, b13 = 0.408715, b14 = 0.418855, b15 = 0.427643,
b16 = 0.435333, b17 = 0.442118, b18 = 0.448149, b19 = 0.453544, b20 = 0.458401,
b21 = 0.462794, b22 = 0.466788, b23 = 0.470435, b24 = 0.473778, b25 = 0.476853,
b26 = 0.479691, b27 = 0.482320, b28 = 0.484760, b29 = 0.487032, b≥30 = 0.489153
μπορεί να δειχθεί το ακόλουθο:

Λήμμα 4.8. Ισχύει ότι c−∆1(D,d) + c−∆2(D,d) ≤ 1 για κάθε (D, d) με D ≥ 4.

Απόδειξη. Έστω ότι για κάποιο j ισχύει ότι dj ≥ 32. Αφού (από τα προηγούμενα)
ισχύει ότι βd = β30 για κάθε d ≥ 30, και αφού d′ = D +

∑
i(di − 2) ≥ D +

(dj − 2) ≥ 31 ισχύει, το να μειωθεί η τιμή του dj κατά 1 δεν θα αλλάξει την τιμή
των∆1,∆2. Συνεπώς, θα επικεντρωθούμε στην περίπτωση που ισχύει ότι di ≤ 31. Θα
προχωρήσουμε με επαγωγή. Αρχικά, για D = 4 ισχύει ότι c−∆1(4,d) + c−∆2(4,d) ≤ 1.
Έστω τώρα ότι η ανισότητα ισχύει για οποιοδήποτε (D − 1, d). Θα δειχθεί ότι ισχύει
και για (D, d). Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις, μία για f < D και μία για f = D.

Για f < D, έχουμε ότι∆1(D, d) ≥ ∆1(D − 1, d). Επιπλέον,

∆2(D, d) = ∆2(D − 1, d)− 2
a

D
− βd′ + 2

a

D − 1
+ βd′−1.

Όμως,
−2

a

D
− βd′ + 2

a

D − 1
+ βd′−1 ≥ 0

για κάθε (D, d′) με 5 ≤ D ≤ d′ ≤ 31, οπότε

∆2(D, d) ≥ ∆2(D − 1, d).

Συνεπώς,

c−∆1(D,d) + c−∆2(D,d) ≤ c−∆1(D−1,d) + c−∆2(D−1,d) ≤ 1.

Για f = D, θέτουμε d′ := {d1, . . . , df−1}. Έχουμε ότι

∆1(D, d) = ∆1(D − 1, d′) + βdf
− βdf−1 ≥ ∆1(D − 1, d′)

και

∆2(D, d) = ∆2(D − 1, d′)− 2
a

D
+ 2

a

D − 1
+ βdf

− βd′ + βd′−df+2

≥ ∆2(D − 1, d′) + βdf
− βd′ + βd′−df+2.

Επιπλέον, βdf
− βd′ + βd′−df+2 ≥ 0 για κάθε (d′, df ) με 3 ≤ df < d′ ≤ 31.

Οπότε,
∆2(D, d) ≥ ∆2(D − 1, d′).

Συνεπώς,

c−∆1(D,d) + c−∆2(D,d) ≤ c−∆1(D−1,d′) + c−∆2(D−1,d′) ≤ 1.
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Θεώρημα 4.9. Τελικά, από το λήμμα 4.8 προκύπτει ότι το σύνολο ανάδρασης κορυφών
επιλύεται σε χρόνο O∗(3.460k).

4.4 Ένας επιπλέον αλγόριθμος
Στην εργασία ([21]) παρουσιάζεται ένας ακόμα αλγόριθμος για το ΣΑΚ σε μη κα-

τευθυνόμενα γραφήματα. Παρότι ο αλγόριθμος αυτός είναι πιο αργός από αυτόν που
ήδη παρουσιάστηκε καθώς χρειάζεται χρόνο O∗(3.592k), δίνεται η βασική του ιδέα.
Για να επιτευχθεί αυτό το φράγμα, θα γίνει αναγωγή από το ΔΙΑΚΕΚΡΙΜΜΕΝΟ ΣΥΝΟΛΟ
ΑΝΑΔΡΑΣΗΣ ΚΟΡΥΦΩΝ το οποίο ορίζεται ως εξής:
ΔΙΑΚΕΚΡΙΜΜΕΝΟ ΣΥΝΟΛΟ ΑΝΑΔΡΑΣΗΣ ΚΟΡΥΦΩΝ

• Είσοδος: ΓράφημαG, διαμέριση των κορυφών του σε σύνολαU ,D για τα οποία
ισχύει ότι G[V ], G[U ] είναι δάση, και ακέραιος k.

• Παράμετρος: k.

• Ερώτηση: Υπάρχει X ⊆ V μεγέθους το πολύ k τέτοιο ώστε το G \X να είναι
δάσος;

Τα στιγμιότυπα για το παρόν πρόβλημα είναι της μορφής I = (G,U,D, k). Ορίζουμε
συνάρτηση δυναμικού µ(I) = k(I) + l(I) − t(I), όπου k(I) = k, t(I) το πλήθος
τεντών1 στοG και l(I) το πλήθος των συνεκτικών συνιστωσών τουG[U ]. Ενδιαφέρον
παρουσιάζει ο τρόπος με τον οποίο μπορούμε να πάρουμε μια λύση για το απλό ΣΑΚ
έχοντας μια λύση για το διακεκριμμένο ΣΑΚ με χρήση της τεχνικής της επαναληπτικής
συμπίεσης (iterative compression).
Θεώρημα 4.10. Το ΔΙΑΚΕΚΡΙΜΜΕΝΟ ΣΥΝΟΛΟ ΑΝΑΔΡΑΣΗΣ ΚΟΡΥΦΩΝ για στιγμιότυπο I
λύνεται σε χρόνο O∗(ϕmax{0,µ(I)}) και πολυωνυμικό χώρο.

Παραθέτουμε το παραπάνω θεώρημα χωρίς απόδειξη, καθώς είναι χρήσιμο για να
αποδειχθεί το επόμενο θεώρημα:
Θεώρημα 4.11. To ΣΥΝΟΛΟ ΑΝΑΔΡΑΣΗΣ ΚΟΡΥΦΩΝ με παράμετρο k λύνεται σε χρόνο
O∗(3.619k) και πολυωνυμικό χώρο.
Απόδειξη. Έστω v1, . . . , vn οι κορυφές του G, και έστω Vi = {v1, . . . , vi}. Συμβολί-
ζουμε, χάριν συντομίας, Gi = G[Vi]. Θα λύσουμε το ΣΑΚ για τα στιγμιότυπα (Gi, k),
i ∈ [n]. Αν για κάποιο i έχουμε αρνητικό στιγμιότυπο, τότε και το αρχικό στιγμιότυπο
για το G είναι επίσης αρνητικό. Επιπλέον, όταν i ≤ k + 1 το πρόβλημα έχει τετριμ-
μένη λύση. Θα δειχθεί πως λύνουμε το πρόβλημα για ένα στιγμιότυπο (Gi, k) όταν
έχουμε μια λύση για το στιγμιότυπο (Gi−1, k). ΈστωXi−1 ένα ΣΑΚ για το στιγμιότυπο
(Gi−1, k) και έστωZ = Xi−1∪vi καιD = Vi−1\Xi−1. Εξ ορισμού τουXi−1 τοG[D]
είναι δάσος. Επιπλέον, για κάθε Y ⊆ Z για τα οποία G[Z \ Y ] είναι δάσος, ορίζουμε
U = Z\Y και χρησιμοποιούμε τον αλγόριθμο του θεωρήματος 4.10 για το ΔΙΑΚΕΚΡΙΜ-
ΜΕΝΟ ΣΥΝΟΛΟ ΑΝΑΔΡΑΣΗΣ ΚΟΡΥΦΩΝ στο στιγμιότυπο IY = (Gi \ Y, U,D, k − |Y |).
Επιπλέον, για το στιγμιότυπο αυτό ισχύει ότι l(IY ) < |U | = |Z \ Y | ≤ k + 1 − |Y |,
όπου η πρώτη ανισότητα ισχύει γιατί το G[U ] θα έχει τουλάχιστον μία μη τετριμμένη
συνεκτική συνιστώσα. Οπότε ισχύει ότι µ(IY ) ≤ 2(k − |Y |), και ο χρόνος εκτέλεσης
του αλγορίθμου είναι O∗(

∑
Y⊆Z

ϕ2(k−|Y |)) = O∗((2 + ϕ)k) = O∗(3.619k).

1Μια κορυφή v λέγεται τέντα όταν βρίσκεται στο D, δεν συνδέεται με καμία άλλη κορυφή στο D και
έχει ακριβώς 3 γείτονες στο U .
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Οι συγγραφείς της εργασίας ([21]) προκειμένου να μειώσουν την πολυπλοκότητα
του αλγορίθμου για το ΣΑΚ από O∗(3.619k) σε O∗(3.592k) εισήγαγαν μια πληθώρα
κανόνων αναγωγής που βασίζονται στην δομή των κορυφών που ανήκουν στο σύνολο
D. Η πολυπλοκότητα του αλγορίθμου υπολογίστηκε με τη μέθοδο των διανυσμάτων
διακλάδωσης (branching vectors) μέσω ενός Python προγράμματος.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ5
ΤΟΜΕΣ, ΔΙΑΧΩΡΙΣΤΕΣ ΚΑΙ ΚΑΤΕΥΘΥΝΟΜΕΝΟ

ΣΥΝΟΛΟ ΑΝΑΔΡΑΣΗΣ ΚΟΡΥΦΩΝ

5.1 Εισαγωγή
Για την ανάπτυξη αλγορίθμων που αφορούν το σύνολο ανάδρασης κορυφών σε κα-

τευθυνόμενα γραφήματα θα χρειαστούν οι έννοιες του διαχωριστή και της τομής. Έστω
(Sl) = [S1, . . . , Sl], (Tl) = [T1, . . . , Tl] δύο οικογένειες συνόλων κορυφών μεγέθους
l σε ένα κατευθυνόμενο γράφημαG = (V,E). Τότε το πρόβλημα ΛΟΞΟΣ ΔΙΑΧΩΡΙΣΤΗΣ
ορίζεται ως εξής:
ΛΟΞΟΣ ΔΙΑΧΩΡΙΣΤΗΣ

• Είσοδος: Κατευθυνόμενο γράφημα G, οικογένειες συνόλων (Sl), (Tl), και ακέ-
ραιος k.

• Παράμετρος: k.

• Ερώτηση: Υπάρχει X ⊆ V −
⋃l

i=1(Si ∪ Ti) μεγέθους το πολύ k τέτοιο ώστε
για κάθε i, j για τα οποία ισχύει l ≥ i ≥ j ≥ 1 δεν υπάρχει μονοπάτι από το Si

στο Tj στο G−X .

Παράδειγμα 5.1. Στο σχήμα 5.1 το σύνολοX είναι λοξός διαχωριστής για τις οικογέ-
νειες (S3), (T3).

Ορισμός 5.2. Έστω u, v δύο κορυφές ενός γραφήματος G. Ονομάζουμε τομή ένα σύ-
νολο κορυφών του G η αφαίρεση του οποίου διαγράφει όλα τα μονοπάτια μεταξύ των
u, v. Αν μια τομή είναι και ελάχιστη, τότε ονομάζεται ελάχιστη τομή (min cut).

Παράδειγμα 5.3. Στο σχήμα 5.2 το σύνολο S είναι (ελάχιστη) τομή για τις κορυφές
u, v.

Ορισμός 5.4. Αν l = 1 τότε ένας λοξός διαχωριστής για τα σύνολα S1, T1 είναι επίσης
μια τομή (cut) των S1, T1.

Ορισμός 5.5. Οι κορυφές του G που δεν ανήκουν στο σύνολο
⋃l

i=1(Si ∪ Ti) ονομά-
ζονται μη-τερματικές κορυφές.
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5.2. ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ ΛΟΞΟΥ ΔΙΑΧΩΡΙΣΤΗ

Σχήμα 5.1: Παράδειγμα λοξού διαχωριστή X για τις οικογένειες (S3), (T3).

Σχήμα 5.2: Παράδειγμα τομής S των κορυφών u, v.

Λήμμα 5.6. Υπάρχει αλγόριθμος με πολυπλοκότηταO(kn2) ο οποίος για δύο σύνολα
κορυφών S, T ενός κατευθυνόμενου γραφήματος G και παράμετρο k είτε κατασκευά-
ζει μια ελάχιστη τομή από το S στο T με μέγεθος το πολύ k είτε απαντάει αρνητικά
στην ύπαρξη τέτοιας τομής.

Η απόδειξη του λήμματος παραλείπεται καθώς ξεφεύγει από τα όρια της παρούσας
εργασίας. Ωστόσο, περισσότερα για αυτό μπορούν να βρεθούν στο κεφάλαιο 10 του
[26] καθώς και στο κεφάλαιο 8 του [9]. Χάριν απλότητας θα πρέπει να ισχύουν οι
παρακάτω περιορισμοί. Παρότι δεν είναι αναγκαίοι, απλοποιούν τις αποδείξεις που θα
ακολουθήσουν χωρίς όμως να περιορίζουν το προς επίλυση πρόβλημα. Αν δοθέντος
ενός στιγμιοτύπου (G, (Sl), (Tl), k) ισχύουν τα παρακάτω:

1. όλα τα σύνολα των οικογενειών (Sl), (Tl) είναι ανά δύο διακεκριμμένα,

2. από την οικογένεια (Sl) μόνο το Sl μπορεί να έχει εισερχόμενες ακμές,

3. από την οικογένεια (Tl) κανένα σύνολο δεν έχει εξερχόμενες ακμές,

τότε υπάρχει αλγόριθμος για την εύρεση ενός λοξού διαχωριστή είτε επιστρέφει έναν
λοξό διαχωριστή μεγέθους το πολύ k είτε απαντάει αρνητικά. Ο αλγόριθμος αυτός θα
ορισθεί παρακάτω.

5.2 Αλγόριθμος λοξού διαχωριστή
Ορισμός 5.7. Ορίζουμε Tall =

⋃l
i=1 Ti.

Για το πρόβλημα ΛΟΞΟΣ ΔΙΑΧΩΡΙΣΤΗΣ έχουμε τους εξής κανόνες αναγωγής:
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1. Αν δεν υπάρχει μονοπάτι από το Sl στο Tall το μέγεθος της ελάχιστης τομής από
το Sl στο Tall είναι μηδέν, οπότε μπορούμε να αγνοήσουμε το Sl και να λύσουμε
το πρόβλημα για το στιγμιότυπο (G, (Sl−1), (Tl−1), k).

2. Αν υπάρχει απευθείας ακμή από το Sl στο Tall τότε έχουμε να κάνουμε με αρ-
νητικό στιγμιότυπο.

3. Αν υπάρχει μια μη τερματική κορυφή w, ακμή από το Sl στην w και ακμή από
την w στο Tall τότε εισάγουμε την w στην λύση και μειώνουμε την παράμετρο
k κατά ένα.

Ορισμός 5.8. Έστω u0 μια κορυφή του G. Αν υπάρχει ακμή από το Sl στην u0 αλλά
δεν υπάρχει ακμή από την u0 στο G τότε θα λέμε ότι η u0 είναι μια Sl-επεκτεταμένη
κορυφή. Επιπλέον, θα συμβολίζουμε S′

l = Sl ∪ u0.

Λόγω των παραπάνω κανόνων αναγωγής, συμπεραίνουμε ότι σε ένα ανηγμένο στιγ-
μιότυπο η ελάχιστη τομή από το Sl στο Tall θα έχει μέγεθος μεγαλύτερο του 0 και ότι
θα υπάρχει μία Sl-επεκτεταμένη κορυφή.

Λήμμα 5.9. Έστω X ⊆ V (G). ΤοX είναι λοξός διαχωριστής για τα (Sl), (Tl) αν και
μόνο αν είναι λοξός διαχωριστής για τα (S′

l), (Tl).

Από το παραπάνω λήμμα προκύπτουν τα δύο εξής πορίσματα:

Πόρισμα 5.10. Ένας διαχωριστής για τα (S′
l), (Tl) είναι και διαχωριστής για τα (Sl),

(Tl).

Το επόμενο θεώρημα είναι χρήσιμο για την κατασκευή του αναδρομικού αλγόριθ-
μου επίλυσης του προβλήματος ΛΟΞΟΣ ΔΙΑΧΩΡΙΣΤΗΣ.

Πόρισμα 5.11. Το μέγεθος μιας ελάχιστης τομής από το Sl στο Tall έχει μέγεθος του-
λάχιστον όσο μιας ελάχιστης τομής από το S′

l στο Tall.

Θεώρημα 5.12. Αν οι ελάχιστες τομές από το Sl στο Tall και από το S′
l στο Tall έχουν

ίδιο μέγεθος τότε τα (Sl), (Tl) έχουν λοξό διαχωριστή μεγέθος του πολύ k αν και μόνο
αν τα (S′

l), (Tl) έχουν λοξό διαχωριστή μεγέθους το πολύ k.

Απόδειξη. (⇐) Αν τα (S′
l), (Tl) έχουν λοξό διαχωριστήX μεγέθους το πολύ k τότε το

X είναι λοξός διαχωριστής και για τα (Sl), (Tl).
(⇒) Έστω X ένας διαχωριστής μεγέθους το πολύ k για τα (Sl), (Tl). Διακρίνουμε
περιπτώσεις για το αν ο διαχωριστής περιέχει ή όχι την Sl-επεκτεταμένη κορυφή u0.
Αν το X δεν περιέχει την u0, τότε λόγω του παραπάνω λήμματος το X είναι λοξός
διαχωριστής και για τα (S′

l), (Tl). Αν το X περιέχει την u0 θα βρούμε ένα σύνολο
X ′ που δεν περιέχει την u0 και θα δειχθεί ότι |X ′| ≤ |X| και ότι το X ′ είναι λο-
ξός διαχωριστής για τα (Sl, Tl). Η ιδέα της απόδειξης είναι ότι θα αλλαχθούν κάποια
στοιχεία του ελάχιστου διαχωριστή X με κάποια της ελάχιστης τομής Y , ώστε τε-
λικά να βρεθεί το ζητούμενο σύνολο. Έστω μια ελάχιστη τομή από το S′

l στο Tall.
Εξ ορισμού το Y περιέχει μόνο μη-τερματικές κορυφές και δεν περιέχει την u0. Προ-
φανώς το Y είναι τομή και από το Sl στο Tall, οπότε είναι και ελάχιστη τομή λόγω
υπόθεσης. Έστω RY (Sl) το σύνολο των κορυφών v για τις οποίες είτε v ∈ Sl στο
G − Y είτε υπάρχει μονοπάτι από το Sl στην v στο γράφημα G − Y . Προφανώς
u0 ∈ RY (Sl). Για την συνέχεια της απόδειξης, θα διαχωρίσουμε τα X,Y σε τρία δια-
κεκριμμένα υποσύνολα το καθένα. Βοηθητικά, δίνεται το σχήμα 5.3 του γραφήματος.

37



5.2. ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ ΛΟΞΟΥ ΔΙΑΧΩΡΙΣΤΗ

Έστω τα σύνολα Z = X ∩ Y,Xin = X ∪ RY (Sl), Xout = X − (Xin ∪ Z). Προφα-
νώς X = Z ∪ Xin ∪ Xout, ενώ τα Z,Xin, Xout είναι ανά δύο διακεκριμμένα αφού
το Y και το RY (Sl) δεν έχουν κοινά στοιχεία, καθώς το RY (Sl) αφορά κορυφές στο
G− Y . Επιπλέον, έστω YT οι κορυφές v ∈ Y για τις οποίες υπάρχει μονοπάτι από τη
v στο Tall στο G−X . Εξ ορισμού YT ∩Z = ∅ αφού Z ⊆ X και YT ⊆ G−X . Έστω
YS = YT−(YT ∪Z). Προφανώς Y = YS∪YT ∪Z. Θα δειχθεί ότι το Y ′ = YS∪Z∪Xin

(χρωματισμένο με μπλε στο παρακάτω σχήμα) είναι επίσης τομή από το Sl στο Tall.
Έστω ότι δεν είναι, άρα θα υπάρχει μονοπάτι P1 από το Sl στο Tall στοG−Y ′. Αφού
το Y είναι τομή από το Sl στο Tall το P1 θα περιέχει κορυφές του Y . Έστω w η πρώτη
κορυφή του P1 που ανήκει στο Y . Τότε, αφού Y ′ = YS ∪Z ∪Xin, ισχύει ότι w ∈ YT .
Επιπλέον, έστω P ′

1 το υπομονοπάτι του P1 από το Sl μέχρι την προηγούμενη κορυφή
από την w. Το P ′

1 ανήκει εξ ολοκλήρου στο RY (Sl) αφού το P1 δεν έχει κοινές κο-
ρυφές με τα σύνολα YS , Z και αφού εξ ορισμού δεν περιέχει κορυφές από τα σύνολα
Xin, Z. Επίσης δεν περιέχει ούτε κορυφές του Xout, αφού αυτό δεν έχει κοινές κορυ-
φές με το RY (Sl), οπότε το P ′

1 δεν περιέχει καμία κορυφή του X . Επιπλέον αφού το
YT αποτελείται από τις κορυφές v ∈ Y για τις οποίες υπάρχει μονοπάτι από τη v στο
Tall στο G − X και αφού w ∈ YT υπάρχει μονοπάτι P ′′

1 από την w στο Tall, άρα η
ένωση των P ′

1, P
′′
1 είναι μονοπάτι από το Sl στο Tall στο G − X , άτοπο, αφού το X

είναι λοξός διαχωριστής για τα (Sl), (Tl). Άρα Y ′ είναι τομή από το Sl στο Tall. Αφού
Y είναι ελάχιστη τομή από το Sl στο Tall, τότε |Y | ≤ |Y ′| και άρα |YT | ≤ |Xin|. Έστω
X ′ = Xout ∪ Z ∪ YT (χρωματισμένο με πράσινο στο σχήμα). Το X ′ εξ ορισμού πε-
ριέχει μόνο μη τερματικές κορυφές ενώ |X ′| ≤ |X| αφού |YT | ≤ |Xin|, και επιπλέον
το X ′ δεν περιέχει τη u0 αφού u0 ∈ Xin. Οπότε αν αποδειχθεί ότι το X ′ είναι λοξός
διαχωριστής μεγέθους το πολύ k για τα (Sl), (Tl), θα είναι και για τα (S′

l), (Tl). Έστω
RY (Tall) οι κορυφές v για τις οποίες είτε v ∈ Tall είτε υπάρχει μονοπάτι από τη v στο
Tall στο G − Y . Έστω ότι το X ′ δεν είναι λοξός διαχωριστής για τα (Sl), (Tl). Τότε
υπάρχει μονοπάτι P2 στο G−X ′ από το Si στο Tj για i ≥ j με τις εξής ιδιότητες:

1. Το P2 περιέχει τουλάχιστον μία κορυφή στο RY (Sl). Αφού τοX είναι διαχωρι-
στής, το P2 περιέχει τουλάχιστον μια κορυφή στο X . Έστω w1 αυτή η κορυφή.
Όμως, επειδή το P2 ανήκει στο G − X ′, αναγκαστικά ισχύει ότι w1 ∈ Xin ⊆
RY (Sl).

2. Το P2 περιέχει τουλάχιστον μία κορυφή στο YS . Λόγω της (1), ισχύει ότι w1 ∈
RY (Sl). Από την κορυφή w1 μέχρι το Tall στο P2, υπάρχει κορυφή w2 ∈ Y ,
καθώς το Y είναι τομή από το Sl στο Tall ενώ υπάρχει μονοπάτι από την Sl στην
w1 στο G− Y . Αφού P2 ⊆ G−X ′, προκύπτει ότι w2 ∈ YS .

3. Η τελευταία κορυφή του P2 ανήκει στο RY (Tall).

Λόγω των ιδιοτήτων 2 και 3 το P2 περιέχει μια κορυφή που δεν ανήκει στο RY (Tall)
ενώ η τελευταία του κορυφή ανήκει στο RY (Tall), οπότε θα υπάρχει μια κορυφή w
η οποία δεν ανήκει στο RY (Tall) αλλά όλες οι επόμενες της στο P2 θα ανήκουν στο
RY (Tall). Όμως, μετά την w, καμία κορυφή δεν γίνεται να ανήκει στο X γιατί τότε
αναγκαστικά θα ανήκει στοXin (αφού τοP2 ανήκει στοG−X ′) και άρα θα ανήκει στο
RY (Tall). Επιπλέον ηw θα πρέπει να ανήκει στο Y (ώστε να μην ανήκει στοRY (Tall))
και άρα στο YS (αφού το P2 ανήκει στοG−X ′). Όμως το P2 για να πηγαίνει από την
w στο Tall πρέπει να ανήκει στο και όχι στο YS , άρα έχουμε άτοpο. Άρα και το X ′

είναι λοξός διαχωριστής για τα (Sl), (Tl) ενώ επιπλέον |X ′| ≤ k. Άρα X ′ είναι λοξός
διαχωριστής και για τα (S′

l), (Tl).
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Σχήμα 5.3: Σχηματική απεικόνιση του γραφήματος του θεωρήματος 5.12.

Παρακάτω δίνεται σε ψευδοκώδικα ο αλγόριθμος που λύνει το πρόβλημα του λοξού
διαχωριστή.

Algorithm 1 SMC(G, (Sl), (Tl), k)

1: Είσοδος: Στιγμιότυπο (G, (Sl), (Tl), k).
2: Έξοδος: Λοξός διαχωριστής μεγέθους το πολύ k ή αρνητική απάντηση.
3: if l = 1 then λύσε το πρόβλημα σε χρόνο O(kn2).
4: if ο κανόνας αναγωγής 2 έχει εφαρμογή ή k < 0 then επέστρεψε όχι.
5: if ο κανόνας αναγωγής 1 έχει εφαρμογή then SMC(G, (Sl−1), (Tl−1), k).
6: if ο κανόνας αναγωγής 3 έχει εφαρμογή σε μια κορυφή w then
7: επέστρεψε w ∪ SMC(G− w, (Sl), (Tl), k − 1).
8: Διάλεξε μια Sl-επεκτεταμένη κορυφή u0 και θέσε S′

l = Sl ∪ u0.
9: Έστωm το μέγεθος της ελάχιστης κοπής από το Sl στο Tall.
10: if m > k then επέστρεψε όχι.
11: Έστωm′ το μέγεθος της ελάχιστης κοπής από το S′

l στο Tall.
12: if m = m′ then
13: επέστρεψε SMC(G, (S′

l), (Tl), k)
14: else X = {u0} ∪ SMC(G− u0, (Sl), (Tl), k − 1).
15: if X 6= ”No” then επέστρεψε X .
16: else επέστρεψε SMC(G, (S′

l), (Tl), k).

39



5.2. ΑΛΓΟΡΙΘΜΟΣ ΛΟΞΟΥ ΔΙΑΧΩΡΙΣΤΗ

Οπαραπάνω αλγόριθμος λύνει ορθά το πρόβλημαΛΟΞΟΣ ΔΙΑΧΩΡΙΣΤΗΣ. Η απόδειξη
έχει χωριστεί σε δύο μέρη (ορθότητα και πολυπλοκότητα) μιας και γίνεται αρκετά ανα-
λυτικά.

Θεώρημα 5.13. Ο αλγόριθμος 1 λύνει ορθά το πρόβλημα ΛΟΞΟΣ ΔΙΑΧΩΡΙΣΤΗΣ.

Απόδειξη. Προφανώς αν l = 1 τότε η λύση είναι μια ελάχιστη τομή που μπορεί να
βρεθεί σε χρόνο O(kn2). Επιπλέον, αν ο αλγόριθμος φτάσει στο βήμα 7 τότε το προς
επίλυση στιγμιότυπο θα είναι ανηγμένο και θα ισχύουν τα εξής: Λόγω του κανόνα 1
θα υπάρχει μονοπάτι από μια v ∈ Sl σε μια w 6∈ Sl και λόγω του κανόνα 2 w 6∈ Tall.
Επίσης w 6∈ Si, i < l, οπότε η w είναι μη τερματική κορυφή. Τέλος, λόγω του κανόνα
3 δεν υπάρχει ακμή από την w στο Tall οπότε η w είναι Sl-επεκτεταμένη κορυφή και
άρα στο βήμα 8 ο αλγόριθμος SMC θα βρίσκει πάντα μια τέτοια κορυφή. Σε περίπτωση
που το m (μέγεθος ελάχιστης τομής από το Sl στο Tall) είναι μεγαλύτερο από το k,
τότε προφανώς δεν έχουμε λύση, καθώς η λύση αυτή θα απαιτούσε παραπάνω από k
κορυφές. Αν οι ελάχιστες τομές από το Sl στο Tall και από το S′

l στο Tall έχουν το ίδιο
μέγεθος τότε καλείται αναδρομικά ο αλγόριθμος με είσοδο (G, (S′

l), (Tl), k), λόγω του
θεωρήματος 5.12. Αν οι δύο αυτές τομές έχουν διαφορετικό μέγεθος τότε ο αλγόριθμος
βάζει την Sl-επεκτεταμένη κορυφή (που βρήκε στο βήμα 8) u0 στη λύση, μειώνει την
παράμετρο κατά 1 και ψάχνει λύση στο G − u0. Αν δεν βρει λύση, τότε λόγω του
5.9 καλείται αναδρομικά ο αλγόριθμος SMC για είσοδο (G, (S′

l), (Tl), k). Συνεπώς ο
αλγόριθμος 1 είναι ορθός.

Θεώρημα 5.14. Ο αλγόριθμος 1 λύνει το πρόβλημα ΛΟΞΟΣ ΔΙΑΧΩΡΙΣΤΗΣ σε χρόνο
O(4kkn3).

Απόδειξη. Έστω T το δέντρο αναδρομής του αλγορίθμου 1 και έστωD(k,m) ο αριθ-
μός των φύλλων στο στον αλγόριθμο SMC(G, (Sl), (Tl), k) και m το μέγεθος της
ελάχιστης τομής από το Sl στο Tall. Τότε, από τα βήματα 14-16 του αλγορίθμου προ-
κύπτει η εξής αναδρομική σχέση:D(k,m) ≤ D(k−1,m1)+D(k,m2), όπουm1,m2

το μέγεθος της ελάχιστης τομής από το Sl στο Tall στο G− u0 και από το S′
l στο Tall

στο G αντίστοιχα. Προφανώς για το m1 ισχύει ότι m − 1 ≤ m1 ≤ m, αφού έχει
αφαιρεθεί μία κορυφή από το G ενώ για το m2, λόγω του πορίσματος 5.11 ισχύει ότι
m2 ≥ m + 1 (αφού πρέπει να ληφθεί υπόψιν και η u0). Έστω συνάρτηση δυναμικού
t = 2k −m, θα δειχθεί με επαγωγή στο μέγεθος της t ότιD(k,m) ≤ 22k−m. Αρχικά,
όσον αφορά την t κανένα από τα βήματα του αλγορίθμου δεν αυξάνει το μέγεθός της.
Συγκεκριμένα μόνο τα βήματα 5, 6 και 16 αλλάζουν την τιμή της t αλλά κανένα από
αυτά δεν την αυξάνει. Προφανώς t ≥ 0, και επιπλέον για k = m = 0 ο αλγόριθμος
λύνει απευθείας το πρόβλημα και D(0, 0) = 1, οπότε έχουμε την βάση της επαγω-
γής. Για το επαγωγικό βήμα, παρατηρούμε ότι t1 = 2(k − 1) − m1 ≤ 2k − m − 1
και t2 = 2k − m2 ≤ 2k − m − 1. Συνεπώς, από την επαγωγική υπόθεση, έχουμε
ότι D(k,m) ≤ D(k − 1,m1) + D(k,m2) ≤ 22(k−1)−m1 + 22k−m2 ≤ 22k−m. Επι-
πλεόν, D(k,m) ≤ 22k−m ≤ 4k. Ο χρόνος για την εκτέλεση του αλγορίθμου είναι
O(kn2) λόγω του αλγορίθμου εύρεσης ελάχιστης τομής, ενώ ο αλγόριθμος θα έχει
το πολύ O(n) αναδρομικές κλήσεις (όπου είτε τα ζεύγη των Sl, Tl μειώνονται κατά
1 είτε αφαιρείται μια κορυφή από το G), και άρα η συνολική πολυπλοκότητα είναι
O(4kkn3).
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5.3 Διαμέριση σε άκυκλα κατευθυνόμενα γραφήματα
Με βάση τον παραπάνω αλγόριθμο, θα λυθεί ένα άλλο πρόβλημα, αυτό της διαμέ-

ρισης σε άκυκλα κατευθυνόμενα γραφήματα. Υπενθυμίζεται ότι δύο σύνολα D1, D2

αποτελούν διαμέριση των κορυφών ενός γραφήματος G = (V,E) όταν ισχύει ότι
D1 ∪D2 = V και D1 ∩D2 = ∅.

Το πρόβλημαΔΙΑΜΕΡΙΣΗ ΣΕΑΚΥΚΛΑΚΑΤΕΥΘΥΝΟΜΕΝΑΓΡΑΦΗΜΑΤΑ ορίζεται ως εξής:
ΔΙΑΜΕΡΙΣΗ ΣΕ ΑΚΥΚΛΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΟΜΕΝΑ ΓΡΑΦΗΜΑΤΑ

• Είσοδος: Κατευθυνόμενο γράφημα G = (V,E), διαμέριση (D1, D2), και ακέ-
ραιος k.

• Παράμετρος: k.

• Ερώτηση: Υπάρχει ΣΑΚ X ⊆ D1 μεγέθους το πολύ k στο G;

Ορισμός 5.15. Θα συμβολίζουμε με π μια τοπολογική διάταξη των κορυφών του
G[D2]. Καθώς το G[D2] είναι άκυκλο οι κορυφές του μπορούν πάντα να διαταχθούν
τοπολογικά, ενώ επιπλέον αν τοG[D2] έχει h κορυφές, προφανώς υπάρχουν h! διαφο-
ρετικές τοπολογικές διατάξεις των κορυφών του (μία για κάθε μετάθεση των κορυφών
του D2).

Στηριζόμενοι στην τοπολογική διάταξη π θα φτιάξουμε ένα στιγμιότυπο για το πρό-
βλημα του λοξού διαχωριστή ως εξής:

1. ΈστωG′ το γράφημα που προκύπτει από τοG αν διαγραφούν όλες οι ακμές που
ανήκουν στο G[D2].

2. Κάθε κορυφή vi του G[D2] αντικαθίσταται από ένα ζεύγος (si, ti). Κάθε εισερ-
χόμενη ακμή σε μια vi θα πηγαίνει στην αντίστοιχη ti και κάθε εξερχόμενη ακμή
από μια vi θα εξέρχεται από την αντίστοιχη si. Έστω Gπ το γράφημα που προ-
κύπτει.

Με βάση το γράφημα Gπ , παρατηρούμε ότι οι κορυφές si δεν έχουν εισερχόμενες ακ-
μές ενώ οι ti δεν έχουν εξερχόμενες ακμές οπότε πράγματι το Gπ μαζί με τις οικο-
γένειες (sh), (th) είναι στιγμιότυπο για το πρόβλημα ΛΟΞΟΣ ΔΙΑΧΩΡΙΣΤΗΣ. Συνεπώς
θα συμβολίζουμε ως (sh), (th) τις οικογένειες συνόλων [s1, s2, . . . , sh], [t1, t2, . . . , th]
αντίστοιχα.

Σχήμα 5.4: Παράδειγμα μετατροπής ενός γραφήματος G′ στο αντίστοιχο Gπ .
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Θεώρημα 5.16. Έστω (G,D1, D2, k) ένα στιγμιότυπο του προβλήματος ΔΙΑΜΕΡΙΣΗ
ΣΕ ΑΚΥΚΛΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΟΜΕΝΑ ΓΡΑΦΗΜΑΤΑ και έστω X ένα D1-ΣΑΚ για το G. Τότε
υπάρχει τοπολογική διάταξη π των κορυφών του G[D2] για την οποία το στιγμιότυπο
(G, (sh), (th), k) μαζί με την π έχει τις εξής ιδιότητες: το X είναι λοξός διαχωριστής
για τα (sh), (th) και κάθε λοξός διαχωριστής για τα (sh), (th) στο Gπ είναι D1-ΣΑΚ
στο G.

Απόδειξη. Προφανώς το G − X είναι άκυκλο και άρα οι κορυφές του μπορούν να
διαταχθούν τοπολογικά. Έστω π′ η τοπολογική διάταξη των κορυφών του G − X .
Προφανώς αν από την π′ αφαιρεθούν όσες κορυφές ανήκουν στο D1 τότε θα έχουμε
μια τοπολογική διάταξη π των κορυφών τουD2. Θα δειχθεί ότι η π μαζί με το στιγμιό-
τυπο (G, (sh), (th), k) ικανοποιούν τις προϋποθέσεις του θεωρήματος. Έστω ότι τοX
δεν είναι λοξός διαχωριστής για το Gπ . Τότε θα υπάρχει μονοπάτι P στο Gπ − X το
οποίο ξεκινάει από μια κορυφή si και καταλήγει σε μια κορυφή tj με i ≥ j. Εξ ορι-
σμού των (sh), (th) για τις εισερχόμενες και τις εξερχόμενες ακμές τους προκύπτει ότι
όλες οι εσωτερικές ακμές του P ανήκουν στοD1. Συνεπώς το μονοπάτι P αντιστοιχεί
σε ένα μονοπάτι P ′ στο G − X το οποίο ξεκινάει από μια κορυφή vi και καταλήγει
σε μια κορυφή vj με i ≥ j και όλες οι εσωτερικές κορυφές του P ′ περνάνε από το
D1. Αυτό δεν γίνεται, καθώς αν i = j έχουμε κύκλο ενώ αν i > j η π δεν θα είναι
τοπολογική διάταξη, άτοπο. Άρα το X είναι λοξός διαχωριστής για το Gπ . Τώρα μέ-
νει να δειχθεί ότι κάθε λοξός διαχωριστής X ′ στο G − π είναι και D1-ΣΑΚ στο G.
Αφού τοX ′ αποτελείται μόνο από μη τερματικές κορυφές, ισχύει ότιX ′ ⊆ D1. Έστω
ότι το X ′ δεν είναι D1-ΣΑΚ στο G − X ′. Τότε υπάρχει κύκλος C στo G − X ′, και
αφού τα G[D1], G[D2] είναι άκυκλα, ο κύκλος θα έχει κορυφές και στο D1 και στο
D2. Διακρίνουμε περιπτώσεις:

Αν ο C έχει μόνο μια κορυφή στο D2 όπως στο σχήμα 5.5, τότε στο Gπ ο C θα
ξεκινάει από μια κορυφή si και θα φτάνει σε μια ti όπως φαίνεται στο σχήμα, άτοπο
αφού το X ′ είναι λοξός διαχωριστής για τα (sh), (th).

Σχήμα 5.5: Παράδειγμα κύκλου με μία μόνο κορυφή στο D2.

Αν o C έχει παραπάνω από μία κορυφές στοD2 όπως στο σχήμα 5.6 τότε ο κύκλος
θα περνάει από μια κορυφή vij και θα πηγαίνει σε μια κορυφή vij+1

με ij > ij+1. Έστω
P1, P2 τα μονοπάτια τουC που αποτελούνται από τις κορυφές που ανήκουν στοD1 και
τοD2 αντίστοιχα. Παρατηρούμε ότι για το ζεύγος κορυφών vij , vij+1 του P2 μπορούμε
να φτάσουμε από την vij+1 στην vij διατρέχοντας το μονοπάτι P1. Αντίστοιχα, για το
γράφημαGπ , το παραπάνω μονοπάτι αντιστοιχεί σε μονοπάτι από την κορυφή sij στην
κορυφή tij+1

, όπως φαίνεται στο σχήμα. Αυτό όμως οδηγεί σε άτοπο γιατί ij > ij+1

και X ′ είναι λοξός διαχωριστής για τα (sh), (th).

Παρακάτω δίνεται ο αλγόριθμος που λύνει το πρόβλημα ΔΙΑΜΕΡΙΣΗ ΣΕ ΑΚΥΚΛΑ
ΚΑΤΕΥΘΥΝΟΜΕΝΑ ΓΡΑΦΗΜΑΤΑ. Ο αλγόριθμος αυτός βασίζεται εξ ολοκλήρου στον αλ-
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Σχήμα 5.6: Παράδειγμα κύκλου με παραπάνω από μία κορυφή στο D2.

γόριθμο εύρεσης λοξού διαχωριστή, και από αυτόν προκύπτει η πολυπλοκότητά του.
Συνεπώς, αν βελτιωθεί η πολυπλοκότητα του αλγόριθμου εύρεσης λοξού διαχωριστή,
θα βελτιωθεί και η πολυπλοκότητα για το πρόβλημα της διαμέρισης σε άκυκλα κατευ-
θυνόμενα γραφήματα.

Algorithm 2 DBF (G,D1, D2, k)

1: Είσοδος: Στιγμιότυπο (G,D1, D2, k).
2: Έξοδος: ΣΑΚ για το D1 μεγέθους το πολύ k ή αρνητική απάντηση.
3: for κάθε τοπολογική διάταξη π do
4: Δημιούργησε στιγμιότυπο (Gπ, (sh), (th), k) από το (G,D1, D2, k) και την π.
5: X = SMC(Gπ, (sh), (th), k).
6: if X ΣΑΚ για το D1 και |X| ≤ k then επέστρεψε X , τελείωσε την εκτέλεση

του αλγορίθμου.
7: Επέστρεψε όχι.

Θεώρημα 5.17. Ο αλγόριθμος 2 λύνει ορθά το πρόβλημα ΔΙΑΜΕΡΙΣΗ ΣΕ ΑΚΥΚΛΑ ΚΑ-
ΤΕΥΘΥΝΟΜΕΝΑ ΓΡΑΦΗΜΑΤΑ σε χρόνο O(4kkn3h!), όπου h ο αριθμός κορυφών του συ-
νόλου D2.

Απόδειξη. Το πλήθος των τοπολογικών διατάξεων των κορυφών του D2 για το βήμα
3 είναι προφανώς h!. Το βήμα 5 τρέχει τον αλγόριθμο 1 άρα έχει πολυπλοκότητα
O(4kkn3). Συνεπώς ο αλγόριθμος 2 έχει πολυπλοκότητα O(4kkn3h!). Επιπλέον, πα-
ρατηρούμε ότι ο αλγόριθμος είτε επιστρέφει ένα ΣΑΚ X μεγέθους το πολύ k, εφόσον
υπάρχει, είτε απαντάει όχι. Συνεπώς ο αλγόριθμος είναι ορθός.

5.4 Κατευθυνόμενο σύνολο ανάδρασης κορυφών
Το πρόβλημα που θα μελετηθεί σε αυτήν την παράγραφο, ώστε να δοθεί ο τελικός

αλγόριθμος για το κατευθυνόμενο σύνολο ανάδρασης κορυφών, λέγεται αναγωγή στο
κατευθυνόμενο σύνολο ανάδρασης κορυφών και ορίζεται ως εξής:
ΑΝΑΓΩΓΗ ΣΤΟ ΚΑΤΕΥΘΥΝΟΜΕΝΟ ΣΥΝΟΛΟ ΑΝΑΔΡΑΣΗΣ ΚΟΡΥΦΩΝ

• Είσοδος: Κατευθυνόμενο γράφημα G, ΣΑΚ F μεγέθους k + 1, και ακέραιος k.

• Παράμετρος: k.

• Ερώτηση: Υπάρχει ΣΑΚ μεγέθους το πολύ k για το G;
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Λήμμα 5.18. Το πρόβλημα ΑΝΑΓΩΓΗ ΣΤΟ ΚΑΤΕΥΘΥΝΟΜΕΝΟ ΣΥΝΟΛΟ ΑΝΑΔΡΑΣΗΣ ΚΟ-
ΡΥΦΩΝ λύνεται ορθά σε χρόνο O(n34kk3k!).

Απόδειξη. Έστω G = (V,E) η είσοδος για το πρόβλημα και έστω F ένα ΣΑΚ με-
γέθους k + 1. Παρατηρούμε ότι κάθε ΣΑΚ F ′ του G με μέγεθος k μπορεί να δια-
μεριστεί σε δύο σύνολα F1, F2, διακεκριμμένα μεταξύ τους, για τα οποία ισχύει ότι
|F2| = j, F2 ⊆ F , όπως φαίνεται στο σχήμα 5.7. Παρατηρούμε ότι αφού τα F, F2 εί-
ναι ΣΑΚ και F2 ⊆ F το γράφημα G[F − F2] είναι άκυκλο, ενώ το F1 θα έχει μέγεθος
το πολύ k− j. Συνεπώς, αυτό που μένει να γίνει είναι να επιλεγούν όλα τα υποσύνολα
μεγέθους j του F για τα οποία G[F − F2] είναι άκυκλο και για αυτά να βρεθεί ένα
σύνολο μεγέθους το πολύ k − j στο G − F για το οποίο F1 ∪ F2 είναι ΣΑΚ στο G.
Συνεπώς, αυτό που ψάχνουμε έιναι ένα σύνολο F1 ⊆ V − F μεγέθους το πολύ k − j
το οποίο είναι ΣΑΚ για το V − F . Προφανώς το G − F είναι άκυκλο αφού F είναι
ΣΑΚ στο G, ενώ επίσης το G[F − F2] είναι επίσης άκυκλο. Συνεπώς έχουμε μια δια-
μέριση (V − F, F − F2) των κορυφών του G′ = G − F2, όπως φαίνεται στο σχήμα
5.7. Συνεπώς το ζητούμενο F1 μπορεί να κατασκευαστεί από τον αλγόριθμο 2 με εί-
σοδο (G′, V − F, F − F2, k − j). Ισχύει ότι |F − F2| = k + 1 − j, οπότε υπάρχουν
(k + 1 − j)! τοπολογικές διατάξεις των κορυφών του G[F − F2], ενώ η παράμετρος
είναι k − j, συνεπώς ο αλγόριθμος 2 τρέχει σε χρόνο O(4k−j(k − j)n3(k + 1− j)!).

Επιπλέον, για το σύνολοF2 έχουμε
k∑

j=0

(
k + 1

j

)
επιλογές, και άρα ο συνολικός χρόνος

του αλγορίθμου είναι
k∑

j=0

(
k + 1

j

)
O(4k−j(k−j)n3(k+1−j)!) = O(n34kk3k!).

Σχήμα 5.7: Διαμέριση συνόλουF ′ αριστερά και στιγμιότυπο για τον αλγόριθμο 2 δεξιά.

Θεώρημα 5.19. Το πρόβλημα KΑΤΕΥΘΥΝΟΜΕΝΟ ΣΥΝΟΛΟ ΑΝΑΔΡΑΣΗΣ ΚΟΡΥΦΩΝ λύνε-
ται σε χρόνο O(n44kk3k!).

Απόδειξη. Έστω (G, k) το στιγμιότυπο προς επίλυση. Έστω V0 ένα σύνολο k + 1
κορυφών του G και έστω F0 ένα ΣΑΚ k κορυφών για το G0 = G[V0]. Προφανώς
οποιοδήποτε F0 είναι ΣΑΚ του G0. Έστω V − V0 = {v1, v2, . . . , vn−k−1}, Vi =
V0 ∪ {v1, . . . , vk} και Gi = G[Vi]. Έστω ότι για 0 ≤ i < n − k − 1 έχουμε φτιάξει
ένα ΣΑΚ Fi για το Gi μεγέθους ακριβώς k (αν κάποιο Fi προκύψει μικρότερο τότε
προσθέτουμε κορυφές ώστε να έχει ακριβώς k). Έστω τώρα F ′

i+1 = Fi + vi+1. Παρα-
τηρούμε ότι Gi+1 − F ′

i+1 = Gi + vi+1 − (Fi + vi+1) = Gi − Fi και Fi είναι ΣΑΚ
τουGi, άρα και το F ′

i+1 είναι ΣΑΚ τουGi+1, συνεπώς το στιγμιότυπο (Gi+1, F
′
i+1, k)
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είναι στιγμιότυπο για το πρόβλημα της αναγωγής. Τελικά, καλείται ο αλγόριθμος 2 με
είσοδο (Gi+1, F

′
i+1, k) και είτε θα λάβουμε μια λύση είτε θα λάβουμε αρνητική απά-

ντηση. Για την πολυπλοκότητα του αλγορίθμου, έχουμεO(n) κλήσεις του αλγόριθμου
2 οπότε η τελική πολυπλοκότητα είναι O(n44kk3k!).

Παρατήρηση 5.20. Η πολυπλοκότητα του αλγορίθμου 2 μπορεί να μειωθεί αν γί-
νει χρήση προσεγγιστικών αλγορίθμων. Πιο συγκεκριμένα, γνωρίζουμε ότι για κα-
τευθυνόμενα γραφήματα υπάρχει προσεγγιστικός αλγόριθμος ο οποίος δοθέντος ενός
γραφήματος G, βρίσκει ένα ΣΑΚ μεγέθους O(k log k log log k) για το G σε χρόνο
O(n4.376 log2 n). Με βάση αυτά, μπορούμε να γίνει χρήση του αλγορίθμου που πε-
ριγράφεται στο θεώρημα 5.19 θέτοντας G0 = G − (F − F0) (όπου F το ΣΑΚ που
βρίσκει ο προσεγγιστικός αλγόριθμος) και συνεχίζοντας ακριβώς όπως στο 5.19. Τε-
λικά, ο αλγόριθμος θα έχει πολυπλοκότηταO(n34kk4k! log k log log k+n4.376 log2 n).
Δεδομένου ότι ο προσεγγιστικός αλγόριθμος κάνει χρήση πολλαπλασιασμού πινάκων,
η τελική πολυπλοκότητα μπορεί να μειωθεί περαιτέρω αν στο μέλλον βρεθεί γρηγορό-
τερος αλγόριθμος για τον πολλαπλασιασμό πινάκων.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ6
ΤΟ ΠΡΟΒΛΗΜΑ ΤΗΣ Q-ΔΙΑΓΡΑΦΗΣ

6.1 Ορισμός
Στο προηγούμενο κομμάτι της εργασίας μελετήθηκε το ΣΑΚ για μη κατευθυνόμενα

γραφήματα. Στο κεφάλαιο αυτό θα επεκταθούμε περισσότερο, καθώς θα μελετηθούν
τεχνικές που αφορούν ΣΑΚ για κατευθυνόμενα γραφήματα. Ο ορισμός του προβλήμα-
τος είναι ο εξής:
ΣΥΝΟΛΟ ΑΝΑΔΡΑΣΗΣ ΚΟΡΥΦΩΝ ΣΕ ΚΑΤΕΥΘΥΝΟΜΕΝΑ ΓΡΑΦΗΜΑΤΑ

• Είσοδος: Ένα κατευθυνόμενο γράφημα G = (V,E) και ένας ακέραιος k.

• Παράμετρος: k.

• Ερώτηση: Υπάρχει σύνολοX ⊆ V , με |X| ≤ k για το οποίο όταν όλες οι κορυ-
φές του X και οι προσπίπτουσες ακμές τους διαγραφούν από το G, το γράφημα
που απομένει να είναι άκυκλο;

Το πρόβλημα αυτό έχει επίσης θεωρηθεί πολύ σημαντικό για την Παραμετρική Πολυ-
πλοκότητα και το αν επιδέχεται FPT αλγόριθμο παρέμεινε ανοιχτό για πάνω από μία
δεκαετία. Ο πρώτος FPT αλγόριθμος ([7]) είχε πολυπλοκότηταO(4kk!k4n4), ωστόσο ο
αλγόριθμος που θα παρουσιαστεί είναι αυτός της εργασίας ([23]) στην οποία το φράγμα
βελτιώθηκε σε O(k!4kk5(n+m)).

6.2 Σύνολο διαγραφής και ϵ-δομές
Αντί για αυτούσιο το κατευθυνόμενο ΣΑΚ, στο παρόν κεφάλαιο θα μελετηθεί ένα

γενικότερο πρόβλημα, το Q-ΔΙΑΓΡΑΦΗ(ϵ). Το πρόβλημα αυτό είναι πιο γενικό αλλά
εφαρμόζεται στο κατευθυνόμενο ΣΑΚ.

Ορισμός 6.1. Μια ϵ-δομή είναι μια πλειάδα (tuple) όπου το πρώτο της όρισμα είναι
ένα κατευθυνόμενο γράφημαD και τα υπόλοιπα είναι σχέσεις (R1, . . . , Rl) με το πολύ
ϵ μεταβλητές (arity), για ϵ ∈ N. Δύο ϵ-δομές, έστω Q1, Q2 με Q1 = (D1, R1, . . . , Rl)
και Q2 = (D2, R

′
1, . . . , R

′
l) θα λέμε ότι είναι του ίδιου τύπου αν για κάθε i ∈ [l] οι Rl

και R′
l έχουν τον ίδιο αριθμό μεταβλητών. Το μέγεθος μιας ϵ-δομής Q συμβολίζεται
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ως |Q| και ισούται με |Q| = m + n + ϵ
∑l

i=1 |Ri|, όπου m,n ο αριθμός ακμών και
κορυφών του γραφήματος D, αντίστοιχα.

Παρακάτω δίνονται κάποιοι απαραίτητοι ορισμοί, ώστε να μπορεί να δοθεί ο αυ-
στηρός ορισμός του προβλήματος Q-ΔΙΑΓΡΑΦΗ(ϵ).

Ορισμός 6.2. ΈστωQ μια οικογένεια ϵ-δομών και έστω σύνολοX ⊆ V (D). Ορίζουμε
DX = D[X]. Επίσης ορίζουμε την επαγώμενη δομήQ[X] = (D[X], R1|X , . . . , Rl|X)
όπου με Ri|X συμβολίζουμε την Ri όταν αυτή είναι περιορισμένη στο V (DX). Επι-
πλέον ορίζουμε ως Q−X την υποδομή Q[V (D) \X].

Ορισμός 6.3. Έστω Q μια οικογένεια ϵ-δομών. Θα λέμε ότι η Q είναι κληρονομική
αν για κάθε Q ∈ Q, κάθε επαγώμενη υποδομή της Q ανήκει επίσης στην οικογένεια
Q. Θα λέμε ότι μια οικογένεια Q είναι αναγνωρίσιμη σε γραμμικό χρόνο αν υπάρχει
αλγόριθμος ο οποίος με είσοδο μια ϵ-δομήQ τρέχει σε γραμμικό χρόνο και αποφασίζει
αν Q ∈ Q ή όχι. Επίσης θα λέμε ότι η Q είναι άκαμπτη όταν ισχύουν τα παρακάτω:

1. Για κάθε ϵ-δομή Q, αν το γράφημα D δεν έχει τόξα τότε Q ∈ Q.

2. Ισχύει ότι Q ∈ Q αν και μόνο αν για κάθε ισχυρά συνεκτική συνιστώσα C του
γραφήματος D η επαγώμενη υποδομή Q[C] ∈ Q.

Στο τέλος του κεφαλαίου, θα δειχθεί πως οι ϵ-δομές μπορούν να χρησιμοποιηθούν
ώστε να αντιστοιχιστούν με το κατευθυνόμενο σύνολο ανάδρασης κορυφών. Τα δύο
προβλήματα που θα μας απασχολήσουν, είναι τα εξής:
Q-ΔΙΑΓΡΑΦΗ(ϵ)

• Είσοδος: Μία ϵ-δομή και ένας ακέραιος k.

• Παράμετρος: k.

• Ερώτηση: Υπάρχει σύνολο X ⊆ V , με |X| ≤ k έτσι ώστε Q−X ∈ Q;

ΣΥΜΠΙΕΣΜΕΝΗ Q-ΔΙΑΓΡΑΦΗ(ϵ)

• Είσοδος: Μία ϵ-δομή, σύνολο κορυφών W τέτοιο ώστε Q − W ∈ Q και ένας
ακέραιος k.

• Παράμετρος: k + |W |.

• Ερώτηση: Υπάρχει σύνολο X ⊆ V , με |X| ≤ k έτσι ώστε Q−X ∈ Q;

Το δεύτερο πρόβλημα χρησιμοποιεί στην είσοδο μια προσεγγιστική λύση (την W)
προκειμένου να λύσει το πρόβλημα. Το σύνολο X ονομάζεται σύνολο διαγραφής της
Q για την οικογένεια Q.

6.3 Ο FPT αλγόριθμος
Αρχικά, δίνεται χωρίς απόδειξη ένα βασικό λήμμα για τον FPT αλγόριθμο του πα-

ρόντος κεφαλαίου.

Λήμμα 6.4. Έστω ϵ ∈ N,Q αναγνωρίσιμη σε γραμμικό χρόνο, κληρονομική και άκαμ-
πτη οικογένεια ϵ-δομών. Υπάρχει αλγόριθμος που με είσοδο Q 6∈ Q, με το γράφημα
D να είναι ισχυρά συνεκτικό, κορυφές u, v και p ∈ N, τρέχει σε χρόνο O(p2|Q|) και
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αποφασίζει για τη μη ύπαρξη u−v διαχωριστή στοD μεγέθους το πολύ p ή επιστρέφει
ένα σύνολο S με το πολύ 2p + 2 κορυφές για το οποίο ισχύει μία από τις παρακάτω
ιδιότητες:

1. Q− S ∈ Q.

2. Το γράφημα D − S έχει τουλάχιστον δύο συνεκτικές συνιστώσες, καθεμία από
τις οποίες ενάγουν μια υποδομή της Q η οποία δεν ανήκει στην Q.

3. Οι ισχυρά συνεκτικές συνιστώσες του D − S μπορούν να διαμεριστούν σε 2
σύνολα που ενάγουν υποδομές Q1, Q2 της Q για τις οποίες ισχύει ότι Q1 6∈ Q

και |Q2| ≤
|Q|
2
.

4. Αν η Q έχει σύνολο διαγραφής μεγέθους το πολύ p στην Q τότε το Q − S έχει
σύνολο διαγραφής μεγέθους το πολύ p− 1 στην Q.

Θεώρημα 6.5. Με δεδομένα τα εξής:

1. Ένα ϵ ∈ N, μία οικογένεια ϵ-δομών Q αναγνωρίσιμη σε γραμμικό χρόνο, κλη-
ρονομική και άκαμπτη.

2. Ένα γ ∈ N, d ∈ (1,∞) και μία συνάρτηση f : N 7→ N τέτοια ώστε f(t) ≥ t και

f(t− 1) ≤ f(t)

d
για κάθε t ∈ N.

3. Έναν αλγόριθμο A για το πρόβλημα ΣΥΜΠΙΕΣΜΕΝΗQ-ΔΙΑΓΡΑΦΗ(ϵ) ο οποίος τρέ-
χει σε χρόνο O(f(k)k|Q|γ). Ο αλγόριθμος Α, είναι ο αλγόριθμος του θεωρήμα-
τος 5.19 από το προηγούμενο κεφάλαιο, στην περίπτωση που κάνει χρήση προ-
σεγγιστικής λύσης.

4. Έναν αλγόριθμο Β ο οποίος με είσοδο Q 6∈ Q τρέχει σε χρόνο O(|Q|) και επι-
στρέφει δύο κορυφές u, v για τις οποίες κάθε σύνολο διαγραφής του Q διακε-
κριμμένο από τις u, v είναι διαχωριστής του u− v στο D.

Υπάρχει αλγόριθμος Γ που με είσοδο Q ∈ Q και τους αλγόριθμους Α και Β τρέχει
σε χρόνο O(f(k)k|Q|γ) και είτε υπολογίζει ένα X μεγέθους το πολύ k τέτοιο ώστε
Q−X ∈ Q είτε απαντάει αρνητικά για την ύπαρξη ενός τέτοιου συνόλου.

Απόδειξη. Αρχικά το γράφημαD διασπάται σε ισχυρά συνεκτικές συνιστώσες. Οι συ-
νιστώσες που θα προκύψουν διατηρούνται μόνο αν ενάγουν υποδομές που δεν υπήρχαν
από πριν στηνQ. Υποθέτουμε ότι τοD δεν έχει τετριμμένες συνεκτικές συνιστώσες και
είναι μη κενό ενώ επιπλέον υποθέτουμε ότι Q 6∈ Q. Συνεπώς |Q| ≥ 3 καιm ≥ n ≥ 3.
Επίσης υποθέτουμε ότι k ≥ 1. Διακρίνουμε περιπτώσεις για την συνεκτικότητα τουD:

Αν τοD δεν είναι ισχυρά συνεκτικό τότε επιλέγεται τυχαία μια συνιστώσα του και
ορίζεται ως C το σύνολο των κορυφών αυτής της συνιστώσας. Ο αλγόριθμος Γ καλεί-
ται για τα στιγμιότυπα (Q[C], k − 1), (Q−C, k − 1). Αν για οποιοδήποτε από τα δύο
έχουμε αρνητικό στιγμιότυπο, τότε η απάντηση είναι όχι και για το αρχικό πρόβλημα
καθώς η λύση πρέπει να περιέχει τουλάχιστον μία κορυφή από κάθε σύνολο διαγραφής
τουQ για τηνQ. Αν όχι, τότε ο αλγόριθμος Γ επιστρέφει δύο σύνολαX1, X2 μεγέθους
το πολύ k− 1 τα οποία είναι σύνολα διαγραφής για τοQ[C] και το Q−C αντίστοιχα.
Κατόπιν, τρέχει ο αλγόριθμος Α με είσοδο (Q, k,W = X1 ∪X2).
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Αν το D είναι ισχυρά συνεκτικό τότε ο αλγόριθμος Γ τρέχει τον αλγόριθμο Β στο
Q ώστε να υπολογίσει ένα ζευγάρι κορυφών u, v για το οποίο κάθε σύνολο διαγραφής
του Q για τηνQ το οποίο δεν περιέχει τις u, v να χτυπάει όλα τα u− v μονοπάτια στο
D. Έπειτα τρέχει τον αλγόριθμο του παραπάνω λήμματος με είσοδο (Q, u, v, p = k).
Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις: Είτε ο αλγόριθμος του λήμματος επιστρέφει ως λύση
ένα σύνολο S μεγέθους το πολύ 2k + 2 ≤ 3k το οποίο ικανοποιεί τις προϋποθέσεις
του παραπάνω λήμματος, είτε αποφασίζει ότι δεν υπάρχει διαχωριστής των u, v οπότε
το S θα πρέπει να περιέχει τις κορυφές u, v. Και στις δύο περιπτώσεις ικανοποιού-
νται όλες οι προϋποθέσεις του παραπάνω λήμματος. Επίσης επειδή είναι τετριμμένος
ο έλεγχος ικανοποιησιμότητας των προύποθέσεων του παραπάνω λήμματος, αν το S
δεν ικανοποιεί τις πρώτες τρεις τότε αναγκαστικά θα ικανοποιεί την τέταρτη. Επιπλέον
ελέγχουμε τις προϋποθέσεις μία προς μία από την πρώτη προς την τελευταία.

Προϋπ. 1: Ισχύει ότι Q− S ∈ Q. Ο αλγόριθμος Γ τρέχει τον Α με είσοδο (Q, k,W = S)
ώστε να λάβει αρνητική απάντηση ή ένα σύνολο διαγραφής στην Q για την Q.

Προϋπ. 2: Το γράφημα D − S έχει τουλάχιστον δύο συνεκτικές συνιστώσες, καθεμία
από τις οποίες ενάγουν μια υποδομή τηςQ η οποία δεν ανήκει στηνQ. Έστω
C μια τέτοια συνιστώσα. Έστω C μια τέτοια συνιστώσα τουD−S. Γνωρίζουμε
ότι κάθε σύνολο διαγραφής θα πρέπει να περιέχει τουλάχιστον μία κορυφή από
το σύνολο C και από το D − (S ∪ C). Συνεπώς ο αλγόριθμος Γ τρέχει για τα
στιγμιότυπα (Q[C], k−1), (Q− (S∪C), k−1) και είτε απαντάει αρνητικά είτε
λαμβάνει ως απάντηση δύο σύνολα X1, X2 που είναι λύσεις για τα Q[C], Q −
(S ∪ C) αντίστοιχα και κατόπιν τρέχει τον αλγόριθμο Α με είσοδο (Q, k,W =
X1 ∪X2 ∪ S).

Προϋπ. 3: Οι ισχυρά συνεκτικές συνιστώσες τουD− S μπορούν να διαμεριστούν σε 2
σύνολα που ενάγουν υποδομέςQ1, Q2 τηςQ για τις οποίες ισχύει ότιQ1 6∈ Q

και |Q2| ≤
|Q|
2
. Αφού είμαστε στην προϋπόθεση 3, αυτό σημαίνει ότι οι προη-

γούμενες δύο δεν ισχύουν, δηλαδή το S δεν είναι σύνολο διαγραφής της Q για
τηνQ και τοD−S έχει το πολύ μία ισχυρά συνεκτική συνιστώσα. Άρα ακριβώς
μια ισχυρά συνεκτική συνιστώσα C ενάγει μια δομή Q 6∈ Q και έχει μέγεθος το

πολύ
|Q|
2
. Κατόπιν τρέχει ο αλγόριθμος Γ για το στιγμιότυπο (Q[C], k). Αν απα-

ντήσει αρνητικά τότε το Q δεν έχει σύνολο διαγραφής, αλλιώς επιστρέφει ένα
σύνολο διαγραφής και τρέχει τον αλγόριθμο Α με είσοδο (Q, k,W = S ∪X).

Προϋπ. 4: Αν ηQ έχει σύνολο διαγραφής μεγέθους το πολύ p στηνQ τότε τοQ−S έχει
σύνολο διαγραφής μεγέθους το πολύ p − 1 στην Q. Ο αλγόριθμος Γ τρέχει
για το στιγμιότυπο (Q − S, k − 1) και ή επιστρέφει μία λύση X ή δίνει αρνη-
τική απάντηση. Αν επιστρέψει λύση, τότε τρέχουμε τον αλγόριθμο Α με είσοδο
(Q, k,W = S ∪X), όπου |W | ≤ 4k.

Η ορθότητα του αλγορίθμου προκύπτει από το γεγονός ότι σε κάθε επανάληψη του
αλγορίθμου είτε το k είτε το μέγεθος τουQ μειώνεται, οπότε επαγωγικά προκύπτει ότι
ο αλγόριθμος θα τερματίσει.

Παρακάτω θα γίνει ανάλυση του χρόνου εκτέλεσης του παραπάνω αλγορίθμου.
Έστω σταθερές a, b για τις οποίες ισχύουν τα εξής: Η σταθερά a αφορά τον αλγό-
ριθμο Α ο οποίος τρέχει σε χρόνο af(k)|Q|γ |W | ενώ η σταθερά Β αφορά το υπό-
λοιπο κομμάτι του αλγορίθμου ο οποίος τρέχει σε χρόνο bk2|Q|. Επιπλέον στηριζόμε-
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νοι στις σταθερές a, b, έχουμε και μια σταθερά µ για την οποία πρέπει να ισχύει ότι

µ ≥ max
{
20a, 20b,

10ad

d− 1
,
2bd

d− 1
,

}
.

Πρόταση 6.6. Ισχύει ότι T (|Q|, k) ≤ µf(k)k|Q|γ .

Απόδειξη. Θα γίνει επαγωγή στην ποσότητα |Q|+k. Για την βάση της επαγωγής έχουμε
ότι αν k = 0 η κάθε ισχυρά συνεκτική συνιστώσα του D ενάγει μία υποδομή Q που
προϋπήρχε στην Q τότε ο χρόνος εκτέλεσης εξαρτάται από το µ. Σε διαφορετική πε-
ρίπτωση, έστω Q1 = (Q[C], k − 1) και Q2 = (Q − C, k − 1). Προφανώς ισχύει ότι
|Q1| + |Q2| ≤ |Q| και έστω ότι ο αλγόριθμος Γ τρέχει για τα στιγμιότυπα Q1, Q2.
Τότε, ο συνολικός χρόνος εκτέλεσης θα είναι

bk2|Q|+ T (|Q1|, k − 1) + T (|Q2|, k − 1) + af(k)|Q|γ2k

≤ d− 1

2d
µf(k)k|Q|γ + µf(k − 1)(k − 1)|Q|γ +

d− 1

2d
µf(k)k|Q|γ

≤ d− 1

2d
µf(k)k|Q|γ + µ

f(k)

d
k|Q|γ +

d− 1

2d
µf(k)k|Q|γ

≤ µf(k)k|Q|γ
(
d− 1

2d
+

d− 1

2d
+

1

d

)
≤ µf(k)k|Q|γ .

Προϋπ. 1: Για a = b =
µ

20
έχουμε ότι

bk2|Q|+ af(k)|Q|γ3k ≤ µf(k)k|Q|γ .

Προϋπ. 2: Για a =
d− 1

2d
και b =

d− 1

10d
έχουμε ότι

bk2|Q|+ T (|Q1|, k − 1) + T (|Q2|, k − 1) + af(k)|Q|γ5k ≤ µf(k)k|Q|γ .

Προϋπ. 3: Για a = b =
µ

20
έχουμε ότι

bk2|Q|+
(
|Q|
2

, k

)
+ af(k)|Q|γ4k ≤ µf(k)k|Q|γ .

Προϋπ. 4: Για a =
d− 1

2d
και b =

d− 1

8d
έχουμε ότι

bk2|Q|+ (|Q|, k) + af(k)|Q|γ4k ≤ µf(k)k|Q|γ .

Συνεπώς ισχύει πράγματι ότι T (|Q|, k) ≤ µf(k)k|Q|γ σε όλες τις περιπτώσεις.

Τελικά, από τα παραπάνω, θέτοντας f(k) = 4kk!k4 (από τον αλγόριθμο 5.19) ο
παραπάνω αλγόριθμος τρέχει σε χρόνο O(f(k)(n+m)|W |) = O(k!4kk5(n+m)).
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6.4 Κατευθυνόμενο Σύνολο Ανάδρασης Κορυφών
Έχοντας αναφέρει όλα τα παραπάνω, συνοψίζεται η εφαρμογή στην επίλυση του

κατευθυνόμενου συνόλου ανάδρασης κορυφών.
Αρχικά, στον αλγόριθμο Α αντιστοιχίζεται ο αλγόριθμος του θεωρήματος 5.19 από

το προηγούμενο κεφάλαιο, στην περίπτωση που κάνει χρήση προσεγγιστικής λύσης.
Ο αλγόριθμος Β απλοποιείται ως εξής: Θέλουμε, δεδομένου ενός κατευθυνόμενου κύ-
κλου να διαλέξει μια οποιαδήποτε ακμή του. Προφανώς, η αφαίρεση μιας ακμής από
έναν κατευθυνόμενο κύκλο είναι και διαχωριστής των άκρων της ακμής αυτής. Όσον
αφορά τον κορμό του προβλήματος, θέτουμε ϵ = 1 και το προς επίλυση πρόβλημα
είναι το σύνολο ανάδρασης κορυφών, δηλαδή Q-ΔΙΑΓΡΑΦΗ(1) ≡ ΣΥΝΟΛΟ ΑΝΑΔΡΑΣΗΣ
ΚΟΡΥΦΩΝ. Η οικογένεια Q αντιστοιχεί στην κλάση όλων των άκυκλων κατευθυνόμε-
νων γραφημάτων.
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ7
ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ

Στην παρούσα εργασία μελετήθηκαν αφενός πυρήνες και αφετέρου τεχνικές που
χρησιμοποιήθηκαν για την κατασκευή FPT αλγορίθμων για το πρόβλημα ΣΥΝΟΛΟΑΝΑ-
ΔΡΑΣΗΣ ΚΟΡΥΦΩΝ. Παρότι τα προβλήματα που μελετήθηκαν ήταν ίδια μεταξύ τους με
μόνη διαφορά την ύπαρξη ή μη κατευθύνσεων στις ακμές των γραφημάτων, οι τρόποι
προσέγγισης τους διαφέρουν κατά πολύ.

Όσον αφορά τα μη κατευθυνόμενα γραφήματα, αρχικά μελετήθηκε η μέθοδος για
την εύρεση πυρήνα τετραγωνικού μεγέθους. Η μέθοδος για την εύρεση αυτού του πυ-
ρήνα ήταν η απλοποίηση όσων κορυφών έχουν μεγάλο βαθμό μέσω λουλουδιών και
συνόλων αφής. Έπειτα, μελετήθηκαν δύο αλγόριθμοι, ο ένας εκ των οποίων είχε αρκε-
τές τεχνικές λεπτομέρειες και έγινε χρήση προγραμμάτων για την εύρεση κατάλληλων
τιμών στις διάφορες μεταβλητές του προβλήματος ώστε να βελτιωθεί το μέχρι τότε
κατώτερο φράγμα πολυπλοκότητας σε O∗(3.460k).

Όσον αφορά τα κατευθυνόμενα γραφήματα, μελετήθηκε ο πυρήνας μιας ειδικής
περίπτωσης, αυτής που σαν παράμετρο στο πρόβλημα λαμβάνουμε στο ΣΑΚ του αντί-
στοιχου μη κατευθυνόμενου γραφήματος. Για το αλγοριθμικό σκέλος, γίνεται χρήση
εννοιών από τη θεωρία γραφημάτων ή και πιο αφηρημένων εννοιών προκειμένου να
λυθεί το πρόβλημα, χωρίς όμως οι αποδείξεις να γίνονται με τη βοήθεια υπολογιστή.
Η πολυπλοκότητα του πιο γρήγορου αλγόριθμου είναι O(k!4kk5(n+m)).

Ανοιχτό παραμένει το πρόβλημα για το αν υπάρχει πυρήνας πολυωνυμικού μεγέ-
θους για την γενική περίπτωση των κατευθυνόμενων γραφημάτων. Ανοιχτό παραμένει
και το πρόβλημα για το αν γίνεται οι FPT αλγόριθμοι για το ΣΑΚ σε μη κατευθυνό-
μενα γραφήματα να χρησιμοποιηθούν (με κατάλληλες προσαρμογές) και για την εύ-
ρεση ΣΑΚ σε κατευθυνόμενα γραφήματα.
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